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Actitudes positivas hacia la estadistica: uno de los objetivos
prioritarios en la formacién del profesorado

Assumpta Estrada Roca

aestrada@matematica.udl.cat, Universidad de Lleida

Resumen

El andlisis de las actitudes hacia la estadistica tiene ya una cierta tradicion sobre
todo en las dos ultimas décadas porque dadas las caracteristicas del proceso
educativo de la estadistica es facil entender que en la interaccion profesor -alumno
no solamente se transmiten conocimientos sino también, un posicionamiento
actitudinal por parte del docente que puede afectar dicho proceso de ensefianza-
aprendizaje. El objetivo de esta ponencia es, en primer lugar, aportar informacion
sobre la conceptualizacion del constructo ‘“actitudes hacia la estadistica”,
analizando sus componentes, las variables que las afectan, asi como los diferentes
instrumentos de medida. En segundo lugar, presentar las investigaciones mas
relevantes sobre actitudes hacia la estadistica centrandonos especificamente en el
colectivo de los profesores de educacion primaria tanto en formacidén como en
ejercicio.

Palabras clave: Actitudes, Estadistica, Educacion, Profesores

1. Introduccién

La estadistica es un componente importante de la educacion escolar en el que los
profesores tienen un rol fundamental (Estrada, 2010) pero a pesar de su utilidad reconocida y de
figurar en los programas oficiales, es una materia frecuentemente olvidada en la educacién primaria
y secundaria, no solo en Espana, sino a nivel internacional.

Para algunos autores (Mendonga, Coutinho y Almouloud, 2006), esto es debido, en parte,
a la escasa preparacion estadistica con la que el profesor termina sus estudios, lo que hace que
cuente con pocos recursos a la hora de dar sus clases y, tienda a omitir el tema, acortarlo o, en el
mejor de los casos, a presentarlo con una metodologia inadecuada.

Asistimos, por tanto, a un circulo vicioso, en el que los profesores, faltos de formacion,
van generando actitudes negativas hacia la materia, infravalorando su utilidad, percibiéndola
como un contenido dificil que no pueden llegar a dominar, incluso compartiendo concepciones
erroneas y dificultades con sus alumnos (Stohl, 2005), dudando de su capacidad para ensefiar la
materia y asumiendo que este tema no debe incluirse en la formacion basica de sus estudiantes.
Estos sentimientos de rechazo les llevan inconscientemente a posponer su autoformacion
estadistica, a prescindir del uso de un instrumento que podria mejorar muchos aspectos de su
actuacion profesional y, en lo posible, a omitir su ensefianza.

El profesorado vive en la practica mucho mas alejado del dominio afectivo en la
ensefianza que de la comprension de conceptos y procesos y del desarrollo de destrezas en el
dominio cognoscitivo. Pero olvidar las actitudes preconcebidas del profesorado ante la materia
lleva a menudo al fracaso de la educacion. (Estrada, Batanero y Lancaster, 2011)

Por ello aunque sabemos que la medida de las actitudes es una tarea dificil pues
conlleva conocer lo que realmente una persona siente y valora, la medicion y evaluacion de

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea 'y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 3-13). Granada, 2015.
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actitudes es un capitulo central, tanto para la investigacion cientifica como para la practica
educativa porque los alumnos, tal como indican Gal y Ginsburg (1994), tienen sentimientos
fuertes y definidos hacia la estadistica antes de iniciar su formacién y segin sean estos
sentimientos (positivos o negativos) sera el aprendizaje.

El objetivo de esta conferencia es presentar las actitudes hacia la Estadistica analizando
sus componentes, las variables que las afectan, asi como los diferentes instrumentos de
evaluacion. Se presentan también resumidamente los resultados de las principales investigaciones
sobre actitudes centrandonos en las de los profesores de educacion primaria. De ello nos
ocuparemos en los apartados siguientes.

2. Las actitudes hacia la estadistica

Los trabajos de McLeod (1989, 1992, 1994), han contribuido en gran medida a reconocer
la importancia de las cuestiones afectivas, y explican los efectos diferenciales de las
predisposiciones actitudinales en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, y por
consiguiente, de la estadistica.

Considera como descriptores especificos de este dominio, las creencias, actitudes y
emociones. Con respecto a las creencias, pueden definirse como una amalgama diversa de
conocimiento y sentimientos subjetivos sobre un cierto objeto o persona. Son las ideas individuales,
mantenidas en el tiempo, que se tienen sobre la materia, sobre uno mismo como estudiante, o sobre
el contexto social en el que se realiza el aprendizaje. Son diferentes del conocimiento puesto que
éste debe implicar un cierto grado de objetividad y validacion de la realidad inmediata.

Por lo que respecta a las emociones, para McLeod (1989 y 1992) son respuestas inmediatas
positivas o negativas producidas mientras se estudia matematicas o estadistica. Se diferencian de la
reaccion emocional en que ésta es mas visceral y aunque sea intensa, es de corta duracion,
frecuentemente se utilizan indistintamente aunque en el aula se puede estar experimentando una
emocion sin que externamente se produzca una reaccion emocional.

Respecto a las actitudes, resultan dificil de definir y no hay unanimidad respecto al
significado del término actitud para McLeod (1992) las actitudes son respuestas o sentimientos
mas intensos y estables que se desarrollan por repeticion de respuestas emocionales y se
automatizan con el tiempo.

En general, la relacion entre el dominio afectivo (emociones, actitudes y creencias) y el
aprendizaje, no va en un Unico sentido, ya que los afectos condicionan el comportamiento y la
capacidad de aprender y reciprocamente, el proceso de aprendizaje provoca reacciones afectivas.

En la Figura 1 presentamos el diagrama, segin el cual Gomez Chacon (2000, p. 26)
interpreta los descriptores especificos del dominio afectivo en Matematicas, y donde podemos ver
como el estudiante, ante una situacion de aprendizaje matematico, reacciona positiva o
negativamente, segiin sean sus creencias acerca de si mismo y de la materia. Si la situacion se
reitera varias veces, produciéndose el mismo tipo de reaccion afectiva, (frustracion, satisfaccion,
etc.) ésta puede convertirse en actitud. Estas actitudes y emociones asi generadas influyen en las
creencias y contribuyen a su formacion.

Goldin, Résken e Torner (2009) indican que en términos de afectividad existe un orden
decreciente entre las emociones, actitudes y creencias al contrario de lo que sucede con la
estabilidad con el paso del tiempo y con la influencia de los elementos cognitivos. Es decir las
emociones son marcadamente afectivas, no muy estables y poco influenciadas por elementos
cognitivos. Las creencias estin menos relacionadas con los afectos, son en general mas estables
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e incorporan conocimientos mas especificos y detallados. Finalmente las actitudes pueden ser
consideradas tanto como predisposiciones a ciertos patrones de comportamiento como a ciertos
tipos de sentimientos hacia determinados dominios, por ejemplo la estadistica, ¢ influenciado
por elementos cognitivos.

Modificacion de las creencias
individuales acerca de la
matematica y acerca de uno

mismo en relacion a la
matematica / C
« ACTITUDES positivas

COGNICION y/o negativas hacia las
matematicas o partes de

la matematica

A
CREENCIAS acerca de
la matematica y acerca de
uno mismo en relacion a
la matematica

- Estabilidad respuesta
+ Intensidad respuesta

Limite “frio”
de AFECTO
Limite

“caliente” de

AFECTO

- Estabilidad respuesta
+ Intensidad respuesta

Respuestas individuales
a nuevos estimulos
asociados con las
matematicas:
problemas, actuaciones

del profesor, etc....

El individuo se
encuentra con
situaciones
similares
repetidamente

B
Reaccion EMOCIONAL
positiva y/o negativa
hacia un nuevo estimulo

Figura 1. Descriptores especificos del dominio afectivo segiin Gomez Chacon (2000)

Las actitudes aparecen como un fendomeno de dificil definicion, debido a que no
constituyen una entidad observable, sino que son construcciones teoricas que se infieren de
ciertos comportamientos externos, frecuentemente verbales.

Asi, dependiendo del investigador, encontramos diversas definiciones. Para Auzmendi
(1992, p. 17), las actitudes son “aspectos no directamente observables sino inferidos,
compuestos tanto por las creencias como por los sentimientos y las predisposiciones
comportamentales hacia el objeto al que se dirigen”. Gomez Chacon (2000) entiende la actitud
como: “una predisposicion evaluativa (es decir positiva o negativa) que determina las
intenciones personales e influye en el comportamiento”(p. 23). Por otro lado, Gal y Garfield
(1997) las consideran como “una suma de emociones y sentimientos que se experimentan
durante el periodo de aprendizaje de la materia objeto de estudio” (p. 40).

Mas recientemente Phillipp (2007) las considera como sentimientos, acciones o
pensamientos que manifiesta una persona respecto a una materia. Siempre se expresan
positivamente o negativamente (agrado/desagrado, gusto/disgusto), surgen favorables en edades
muy tempranas pero evolucionan negativamente con el paso del tiempo.
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Segun los estudios encontrados sobre formacion de actitudes hacia la estadistica, su
origen proviene de:

e Las experiencias previas en contextos escolares.En el caso de la estadistica, estas pueden
estar basadas en aplicaciones rutinarias de formulas sin metodologia ni aplicaciones
reales adecuadas (Estrada y cols., 2011).

e Las nociones de estadistica obtenidas a partir de la vida cotidiana fuera del aula, en la
prensa o en los medios de comunicacion que, segun Gal y Ginsburg (1994), suelen estar
asociadas a numeros y, a veces, son conceptualmente erroneas.

e Su vinculacién con las matematicas. Al considerar que la estadistica es parte de las
matematicas, se transfieren las actitudes de una materia a otra. Asi, se observa en algunos
casos un bloqueo total delante de situaciones problematicas que han de ser tratadas
estadisticamente en alumnos que infravaloran sus capacidades matematicas. (Estrada y
cols., 2011).

En la actualidad, las actitudes hacia la estadistica se consideran un concepto
pluridimensional y jerarquico, compuesto de diferentes elementos o dimensiones analizables por
separado (Gil Flores, 1999) que presentamos a continuacion.

3. Los componentes de las actitudes hacia la estadistica

Si bien en un principio se consideraba la actitud como un constructo unidimensional,
progresivamente se introducen los estudios multidimensionales, en los que las actitudes hacia
una materia se estructuran en componentes.

Asi, para Wise (1985) existen solamente dos dominios diferenciados susceptibles de
medicion:

e Componente curso: contempla las actitudes hacia el curso de estadistica basica que estan
realizando los alumnos.

e Componente campo: agrupa las actitudes de los alumnos hacia el uso de la estadistica en
su campo de estudio correspondiente.

Mas adelante, los trabajos de Auzmendi (1992), Gil Flores (1999) y Gémez Chacon
(2000) diferencian tres factores basicos en las actitudes, llamados también componentes
pedagogicos:

e Componente cognitivo: se refiere a las expresiones de pensamiento, concepciones y
creencias, acerca del objeto actitudinal, en este caso, la estadistica.

e Componente afectivo o emocional: recogeria todas aquellas emociones y sentimientos
que despierta la estadistica, y por ello son reacciones subjetivas de acercamiento/huida, o
de placer/dolor.

e Componente conductual o tendencial: son expresiones de accion o intencion
conductista/conductual y representan la tendencia a resolverse en la accion de una manera
determinada.

En Schau, Stevens, Dauphinee y Del Vecchio (1995) se estructuran en cuatro
dimensiones o componentes:

e Afectivo: sentimientos positivos o negativos hacia la estadistica.
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e Competencia cognitiva: percepcion de la propia capacidad sobre conocimientos y
habilidades intelectuales en estadistica.

e Valor: utilidad, relevancia y valor percibido de la estadistica en la vida personal y
profesional.

e Dificultad: se refiere a la percibida de la estadistica como asignatura. Aunque un
estudiante pueda reconocer el valor de una materia, sentir interés hacia la misma
(componente afectivo) y pensar que tiene suficientes conocimientos y habilidades
(componente cognitivo), puede llevarlo a considerar la materia como facil o dificil.

Mas recientemente, Ramirez, Schau ¢ Emmioglu (2012), han afiadido dos componentes
mas a las anteriores:

o Esfuerzo: que supone realizar una asignatura de estadistica.
e Interés que tiene en aprenderla.

En Estrada (2002) también se parte de un concepto pluridimensional de las actitudes de los
profesores hacia la estadistica, contemplando los componentes pedagodgicos descritos
anteriormente pero ademas se consideran otros componentes llamados antropologicos:

e Componente social: actitudes relacionadas con la percepcion y valoracion del papel de la
Estadistica en el ambito sociocultural de cualquier ciudadano.

e Componente educativo: analizaremos en este componente el interés hacia la Estadistica y
su aprendizaje, la vision de su utilidad para el alumno, su opinién sobre si debiera ser
incluida en el curriculo y la dificultad percibida.

e Componente instrumental: se recoge aqui la utilidad hacia otras materias, como forma de
razonamiento y como componente cultural.

Estas propuestas han servido de base para la elaboracion de distintos cuestionarios de
actitudes hacia la estadistica que se describen a continuacion.

4, Instrumentos de medicidn de actitudes hacia la estadistica

En general, todos los instrumentos de medida son escalas de tipo Likert, la mayoria
multidimensionales, compuestos por un nimero determinado de proposiciones, habitualmente
mas de veinte y con cinco o siete posibilidades de respuesta que varian segin el grado de
acuerdo del encuestado.

La primera escala de actitudes hacia la estadistica que aparece utilizada por diferentes
autores es el SAS -Statistics Attitude Survey- de Roberts y Bilderback (1980), elaborado para
suplir las necesidades de medir las actitudes de los estudiantes por parte de los profesores de
estadistica. Los autores la consideran como un cuestionario unidimensional.

Para Wise (1985) el SAS cubre una importante necesidad de medida del constructo,
pero muchos de sus items son del todo inapropiados para alumnos que acaban de comenzar la
asignatura de estadistica y ademas parecen medir mas el rendimiento de los estudiantes que sus
actitudes hacia la estadistica por lo que aborda la construccion de una escala alternativa: el ATS
—Attitudes Toward Statistics Scale- con items netamente actitudinales, que tiene como finalidad
medir el cambio actitudinal en estudiantes de estadistica basica. Se clasifican dos dominios
diferenciados susceptibles de medicion en el ATS: actitudes hacia el curso que estan realizando
y actitudes de los alumnos hacia el uso de la Estadistica en su campo de estudio.
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A pesar de que las escalas antes descritas ATS y SAS son pruebas fiabilizadas y
validadas ampliamente, los estudios realizados con ellas se hicieron en muestras de estudiantes
con unas caracteristicas socioeducativas muy diferentes a las espafiolas , razon fundamental que
anima a Auzmendi (1992) a crear un nuevo instrumento de medida que se adecue a nuestra
realidad social y que contemple la consideracion multidimensional de las actitudes hacia las
matematicas y hacia la estadistica, recogiendo los factores mas significativos.

Respecto a la seleccion de las dimensiones de la escala se realiza segln el criterio de
mayor frecuencia de aparicion del factor, en una serie de escalas, curiosamente de actitudes
hacia las Matematicas. Los factores escogidos son cinco (utilidad, ansiedad, confianza, agrado y
motivacion) y la escala resultante consta de 25 items que se reparten en los 5 factores basicos
que han servido de guia para la elaboracion del instrumento de medida con una consistencia
interna y validez elevada.

Segun Schau y cols. (1995), los instrumentos de medida de las actitudes hacia la
estadistica, hasta ahora descritos no cumplen una serie de caracteristicas clave por lo que ,
disefaron el cuestionario de actitudes hacia la Estadistica SATS —Survey of Attitudes Toward
Statistics- utilizando una variacion de la técnica denominada de grupo nominal (NGT), Moore
(1987). Los 28 items resultantes después de la validacion por analisis factorial confirmatorio se
estructuran en cuatro componentes: afectivo, competencia cognitiva, valor y dificultad, ya
explicados en el apartado anterior.

Revisiones posteriores de distintos cuestionarios llevan a Ramirez, Schau y Emmioglu
(2012) a ampliar el SATS afiadiendo varios items mas relativos al esfuerzo e interés por la
materia , dando lugar a una nueva escala, el SATS -36 con una consistencia interna y validez
elevada.

Finalmente la escala de actitudes hacia la estadistica (EAEE) propuesta por Estrada
(2002) se caracteriza por ser especifica para docentes y por considerar diferentes aspectos
didacticos de las actitudes, ya explicados en el apartado anterior. Esta escala se construyo
combinando las escalas SAS y ATS, ambas consideradas internacionalmente como las mas
usuales, y la espafiola de Auzmendi. Estd compuesta por 25 items, 13 afirmativos frente a 12
negativos, que se distribuyen segiin componentes pedagdgicos y antropologicos ya definidos y
se ha aplicado en diferentes colectivos de profesores y contextos.

Hasta ahora hemos descrito las escalas de medicion de actitudes hacia la estadistica mas
destacadas y utilizadas a nivel internacional, Un analisis mas detallado aparece en Estrada (2009
y 2010) y mas recientemente en Ramirez, Schau y Emmioglu (2012).

5. Investigaciones sobre actitudes hacia la estadistica

En los estudios mas relevantes sobre actitudes hacia la estadistica podemos observar
como las investigaciones realizadas se han orientado fundamentalmente hacia la construccion de
un instrumento de medida, ya explicados en el apartado anterior. Otros a analizar la influencia
de diversas variables tales como el género (Anastasiadou, 2005), el rendimiento académico
(Nasser, 2004), la experiencia formativa en matematicas y estadistica (Auzmendi, 1992;
Mastracci 2000), el tipo de bachillerato o el area de estudios (Gil Flores, 1999; Cuesta y cols.,
2001)

Un andlisis detallado de estas investigaciones aparece en Estrada (2009), en general la
mayoria se han dirigido a estudiantes universitarios y son pocas las que dedican su atencion al
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colectivo de profesores estudiando sus actitudes juntamente con otras variables. A continuacion
se presentan resumidamente las mas relevantes

Onwuegbuzie utiliza un modelo multivariado para la prediccion del rendimiento en
asignaturas de estadistica. Se dedica fundamentalmente al estudio de la ansiedad y de las
actitudes de los profesores, medidas estas ultimas a través del ATS. Entre sus conclusiones
destacamos por un lado, las correlaciones significativas entre el nimero de asignaturas de
Estadistica cursadas con anterioridad y las puntuaciones en ATS-Campo y ATS-Asignatura
(Onwuegbuzie, 1998). Por otro lado, al aplicar el modelo, comprueba que las actitudes y la
ansiedad hacia la estadistica influyen en los resultados de los cursos por lo que animan a los
formadores de profesores a crear entornos de aprendizaje adecuados (cognitivos y afectivos) en
sus clases para que sus alumnos puedan explorar diferentes metodologias, adquieran seguridad
en sus propias capacidades para aprender y ensefar estadistica y, sobre todo, valoren el
importante papel que tiene esta materia en la sociedad actual (Onwuegbuzie, 2003).

Watson, Kromrey, Ferron, Lang y Hogarty, (2003) aplicaron conjuntamente el SATS y
el cuestionario de ansiedad denominado STARS a una muestra de 200 graduados universitarios
matriculados en Facultades de Educacion. La correlacion entre las puntuaciones totales del
SATS y del STARS fue de -0,89. Ademéas es uno de los pocos estudios en los que se
complementan las preguntas habituales -formato de respuesta tipo Likert- con preguntas abiertas
de cuyas respuestas infieren las motivaciones y causas de las actitudes de sus alumnos.

Nasser y sus colaboradores han realizado en la ltima década varios estudios en los que
también analizan la relacion entre las actitudes o la ansiedad y el rendimiento; (Wisenbaker,
Nasser y Scott, 1999) y en Nasser (2004) es donde trata de construir un modelo estadistico para
predecir las actitudes de futuros profesores en funcion de diferentes variables. Para ello analiza
la posible relacion entre las actitudes y la ansiedad hacia las matematicas y la estadistica, la
aptitud matematica, la motivacion y los resultados en estadistica de 167 profesores en formacion
de lengua arabe matriculados a cursos de introduccion a la estadistica en Israel. En sus
conclusiones se confirma la influencia de la aptitud matematica en los resultados en estadistica
como la mas robusta y también indican que la aptitud matematica, la motivacion, las actitudes
hacia las Matemadticas y la Estadistica, y la ansiedad hacia las Matemadticas, explican el 36% de
la varianza del rendimiento en Estadistica.

En lo que sigue, resumimos nuestra propia investigacion, orientada al estudio de las
actitudes y conocimientos estadisticos de los profesores y cuyo objetivo final es fundamentar la
accion didactica que permita incidir en las actitudes de los profesores e indirectamente en la
mejora de la ensefianza de la estadistica en la educacion primaria.

El trabajo se ha llevado a cabo durante un periodo dilatado de tiempo, y ha tenido
distintas fases y enfoques diferentes. En una primera fase nos centramos en el estudio de las
actitudes hacia la estadistica, comparando los profesores en formacion y en ejercicio de
Educacion Primaria. Este estudio y sus conclusiones se describen en Estrada y cols.(2004).

Posteriormente decidimos utilizar para la segunda fase el S.A.T.S. de Schau y cols.
(1995), y completar el estudio, con una evaluacion exploratoria de los conocimientos
estadisticos de los profesores en formacion para lo que utilizamos parte del cuestionario
Statistics Reasoning Assessment (Garfield, 2003). La tercera fase tiene por objetivo estudiar la
dimensionalidad del dominio de las actitudes hacia la Estadistica de los profesores en formacion
segun la estructura teorica de cuatro factores o componentes propuesta por sus autores

En un intento de aproximacion mas cualitativo a nuestro andlisis de actitudes hacia la
estadistica, en la cuarta fase utilizamos, en una muestra de 121 futuros profesores de la misma
poblacion, una version abierta del SATS en la que se pedia a los alumnos razonar o justificar las
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respuestas a los items con puntuaciones por debajo de la posicion de indiferencia. .Los
resultados de estos estudios se detallan en Estrada y cols (2011).

Finalmente en la Gltima fase estamos realizando estudios multiculturales comparando
las actitudes de profesores espafioles, peruanos y portugueses considerando la escala
desarrollada por Estrada (2002) adaptada a los distintos contextos y paises. Las implicancias de
los resultados aparecen en las investigaciones de Estrada, Bazan y Aparicio (2010a, 2010b) con
profesores peruanos y en las de Martins, Nascimento y Estrada (2009, 2011,2012) para los
profesores portugués.

6. Consideraciones Finales

Por todo lo expuesto hasta ahora, vemos que es importante el estudio de las actitudes
hacia la estadistica de los profesores, objetivo principal de esta ponencia, por dos razones: una,
los resultados formativos y otra, su influencia en el propio proceso educativo ya que las
actitudes del profesor se trasmiten a sus alumnos.

Para el colectivo de profesores en formacion las distintas investigaciones indican que
sus actitudes hacia la estadistica son moderadamente positivas globalmente y en sus distintos
componentes, destacando el componente cognitivo como el mas valorado. Curiosamente no se
encuentran diferencias acusadas entre sus actitudes y las de los profesores en ejercicio por lo
que se deduce que no mejoran con la practica docente.

Respecto a la influencia de variables se observa que las actitudes correlacionan con los
conocimientos y con los afios de estudio de estadistica pero no con el género, ni la especialidad.
Ademas para los profesores en formacion, el valor de la estadistica aparece claramente
independiente de sus sentimientos, dificultad percibida o capacidad cognitiva.

Los estudios transculturales realizados indican que los profesores espafioles son los que
obtienen mejores puntuaciones totales seguidos de los portugueses y peruanos, resultados en
consonancia con las diferencias de énfasis del curriculo de educacion primaria en estos paises
(Estrada et al., 2010).

El principal argumento tanto de actitudes positivas como negativas es el tipo de
ensefianza (o la falta de ella) recibida y el valor formativo percibido por ello la mejor
preparacion de los profesores es un requisito imprescindible si queremos mejorar sus actitudes y
su practica docente

Es preciso reforzar la ensefianza, mejorar su metodologia y concienciarlos de sus
multiples aplicaciones y sobre todo es necesario planificar una accion educativa que permita
incidir directamente en las actitudes e indirectamente en la mejora de la ensefianza de esta
materia en todos los niveles de aprendizaje.
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Abstract

The Central Limit Theorem (CLT) substantiates the normal distribution, which
becomes a key player in probability and statistics. A simplification of the
mathematics is needed so that students can shape their intuitions on probability.
The CLT justifies using the normal distribution as an approximation for random
variables that are or that can be thought to be the sum of other random variables.
Our key experiment has to do with text analysis from a statistical point of view. It
is surprising and motivating for learners that we can predict the shape of the
distribution, which is investigated. The considerations also motivate how the
continuous standard normal distribution can be the limit of discrete distributions.
Text analysis provides a natural context to discuss interrelations between samples
and populations, which form the core of inferential statistics.

Keywords: Standardized sums; Normal approximation; Class experiment
1. Introduction

Probability is a difficult concept and there are many misleading intuitions. Unlike in geome-
try our perception has not been trained to improve our ideas as probability is not a physical
property in the real world. Yet it is often equated to the relative frequencies of an event in a
series of repeated experiments. In fact, there is a relation between the two concepts (if only such
an experiment could be repeated under the same conditions) — though this relation is a bit more
complicated. Some statisticians therefore prefer to speak of probability as a metaphor to com-
municate about a random situation, or they would state that probability is a virtual concept (like
the Internet or computer games are virtual worlds).

Mathematically three groups of central theorems regulate what probability is and how we
can interpret it. The one group of theorems is the laws of large numbers; the second is the group
of Central Limit Theorems. The third is Bayes’ theorem by which subjective probabilities
converge to the relative frequencies. The first justifies that we interpret probability in terms of
relative frequencies. The basic Law of Large Numbers is usually summarized as: the relative
frequencies “converge” to the (possibly) unknown probability of the event under scrutiny. The
second explains why we can describe the variation of a random variable by a normal distribu-
tion in quite a few cases (and becomes eminently important in statistical inference). The sim-
plest case has become famous in the history of probability as the law of errors, which is a
thought experiment: if a measurement error can be explained by a sum of elementary errors
(each of them is not observable) then the resulting error (that can be observed) should follow a
normal distribution. Bayes’ theorem shows how we can improve qualitative knowledge by data.

The simplifying statement for the Law of Large Numbers is simply wrong and misleading
but is has a true kernel. We could look more precisely at the mathematical theorem but this
requires quite a lot of sophisticated arguments. The question is how to develop scenarios and
formal signs (with accompanying pictures behind) that we can teach the topic and communicate

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea 'y M.M.
Lépez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 15-35). Granada, 2015.
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its relevance, shape intuitions that comply with the mathematical background, and “revise”
intuitions that are at least not helpful (if not wrong). How can we explain at an intuitive level, in
which sense and under which conditions the relative frequencies do converge to the underlying
probability? The simplifying statement for the Central Limit Theorem is simply wrong as the
sum of the elementary errors cannot converge as it tends to get larger and larger if we add more
elementary errors (even with an increasing variability). Again, the teaching challenge is to
investigate various situations and observe a kind of divergence or convergence. A further chal-
lenge is to clarify the kind of convergence to the normal distribution and design situations where
such knowledge would be helpful.

We will use simulations of random experiments and didactical animations of binomial dis-
tributions and investigate the “data” from various perspectives to support feasible ideas about
the Central Limit Theorem, which will help to understand how the concept of probability may
be used to extract information from data.

2. Analysis of a natural plain text

Text analysis and interpretation is a sophisticated discipline of linguistics. We will perceive
text analysis in a “narrow” way. We attribute numerical codes to the signs of the text and ana-
lyse, amongst others, the frequency of the codes, or the distribution of the code sum of smaller
cuts of the whole text.

The reader might remember times as child when someone tried a magic trick upon them
starting with “think of two numbers between 1 and 10”. Then the steps were to add the two
numbers; subsequently to take the square of the sum; then to multiply the result by 9, take the
square root of the intermediary number, subtract three times the second number, and divide the
result by the first number. “You must have got a 3!” the person told us. We were amazed. How
could this person know that number?

We will discuss an analogue experiment based on the “analysis” of texts. Instead of think of
two numbers, we ask the test person to deliberately choose a text of a certain length. Instead of
performing calculations with the chosen numbers, we ask to investigate the distribution of
numbers that are attributed to blocks into which the text is partitioned. We cannot tell the exact
distribution of the test person but predict that it looks similar to a standard normal curve.

2.1. The experiment

We follow a recommendation of Nemetz, Simon, and Kusolitsch (2002). Take a longer text,
any text of your choice. Remove any blanks, special signs as periods, colons, semicolons, com-
mas, numbers, and brackets from the text. Make sure you have exactly 20,000 signs left. Ar-
range the signs in one column of a spreadsheet (we will help you with that). Attribute a code
number from 1 to 1000 to each of the possible signs (your choice). Separate all the signs into
blocks of 20. Calculate the sum of the first 20-block, calculate the sum of numbers attributed to
the signs of the second block, and repeat calculating the sum of all 1,000 blocks of 20 numbers
(that are attributed to the signs of the block).

You end up with 1,000 block sums (1,000 data). Calculate the mean and the standard devia-
tion of the block sums. After that obtain the standardized block sums, i.e., subtract from each
block sum the mean and divide the result by the standard deviation. You have now 1,000 stand-
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ardized block sums. I can tell that nearly all your standardized data are within the limits of —5
and 5 and if you find a histogram for your data, it will be close to the standard normal curve.

Tell two friends to join in the experiment. They should find their own attribution of numbers
to the signs. Their final histogram will be quite similar to yours and to the standard normal
curve. Repeat the experiment with 40,000 signs and build blocks of length 40. Your final histo-
gram will even be closer to the standard normal curve as before. You can choose any other text
you like. You can also perturb your signs in the text randomly (this is easily done by random
numbers) and you will witness an even better fit of your histogram to the standard normal curve.
How could we tell the result before? It is not a trick; as in the game of our childhood the result
could be explained. However, the explanation goes beyond simple equations and has to do with
the Central Limit Theorem. We will first show the progression of the game with a special text.

Table 1. Example of text coding

. Block Pos.in . Block Pos.in
Signs Codes  Nr. or. block Signs Codes  Nr. or. block
R 82 1 1 1 g 103 21 2 1
i 105 2 1 2 T 84 22 2 2
S 115 3 1 3 h 104 23 2 3
k 107 4 1 4 e 101 24 2 4
a 97 5 1 5 L 76 25 2 5
n 110 6 1 6 0 111 26 2 6
d 100 7 1 7 g 103 27 2 7
D 68 8 1 8 i 105 28 2 8
e 101 9 1 9 c 99 29 2 9
c 99 10 1 10 0 111 30 2 10
i 105 11 1 11 f 102 31 2 11
S 115 12 1 12 P 80 32 2 12
i 105 13 1 13 r 114 33 2 13
0 111 14 1 14 o 111 34 2 14
n 110 15 1 15 b 98 35 2 15
M 77 16 1 16 a 97 36 2 16
a 97 17 1 17 b 98 37 2 17
k 107 18 1 18 i 105 38 2 18
i 105 19 1 19 1 108 39 2 19
n 110 20 1 20 i 105 40 2 20

2.2. Specific steps of the analysis of the text

We used a recently published paper on risk and attributed the ASCII code to the signs. In
Table 1 we show only the result of coding for the first two 20-blocks. We calculate the sum of
these two blocks and get b, =2026 and b, =2015. In Table 2 (left) we show the block sums for
the first twenty 20-blocks just to give a flavour of the variation. From all block sums we then
calculate the mean and standard deviation and get (from our data, which are available from an
Excel file) b =2143.32 ands, =33.08. The first standardized block sum now is obtained by

b —b = 2026-2143.32 =-3.5469 . We continue with the other blocks and obtain 1,000 stand-

s, 33.08

ardized sums. The relative frequencies of the classes (-5, —4.8], (4.8, —4.6], ..., (4.8, 5] may be
denoted by fi; we calculate a data density (like a population density) by dividing by the width of
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the classes (0.2) and draw a density polygon connecting the points (midpoint of class i, fi/0.2)
from our data on the standardized block sums (see Table 2, right side). We prefer a frequency
polygon over a histogram as it gives a clearer interpretation of a function as we compare this
density polygon to the standard normal curve. Again, we show only part of the frequency table.

Table 2. Computations in the analysis of the text

Block  Block Mean,  Standard- Class Mid- Frequency Density
number sum sd ized sum (ei.1,6i] pointm; abs.n; rel.f; f;/0.2 stdnormal
1 2026 2143.32 -3.5469 -5.0
2 2015 33.08 -3.8794 -4.8 -4.9 0 0.000 0.000 0.000
3 2052 -2.7608 -4.6 -4.7 1 0.001 0.005 0.000
4 2077 -2.0050 -4.4 -4.5 1 0.001 0.005 0.000
5 2097 -1.4004 -4.2 -4.3 0 0.000 0.000 0.000
6 2100 -1.3097 -4.0 -4.1 1 0.001 0.005 0.000
7 2143 -0.0096 -3.8 -3.9 1 0.001 0.005 0.000
8 2177 1.0183 -3.6 -3.7 2 0.002 0.010 0.000
9 2167 0.7159 34 -3.5 2 0.002 0.010 0.001
10 2134 -0.2817 -3.2 -3.3 1 0.001 0.005 0.002
11 2116 -0.8259 -3.0 -3.1 2 0.002 0.010 0.003
12 2155 0.3531 -2.8 -2.9 2 0.002 0.010 0.006
13 2182 1.1694 -2.6 -2.7 5 0.005 0.025 0.010
14 2206 1.8950 2.4 -2.5 3 0.003 0.015 0.018
15 2123 -0.6143 2.2 -2.3 6 0.006 0.030 0.028
16 2179 1.0787 -2.0 -2.1 13 0.013 0.065 0.044
17 2173 0.8973 -1.8 -1.9 15 0.015 0.075 0.066
18 2075 -2.0655 -1.6 -1.7 8 0.008 0.040 0.094
19 2203 1.8043 -1.4 -1.5 19 0.019 0.095 0.130
20 2141 -0.0701 -1.2 -1.3 20 0.020 0.100 0.171

The frequency polygon in Figure 1 comes quite close to the standard normal curve. Howev-
er, compared to our great “promise” the fit could be improved, especially in the centre, left and
right of zero! This is caused by our text that has distinct sequences of signs.

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

Standardized block sums - original text

-4

-2

0

2

ASCII code

Length: 20

4

z

Figure 1. Frequency polygon (of data density) for the standardized block sums in the original
text — based on the attribution of ASCII codes to single signs
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2.3. Improve the fit of the standard normal curve by making the text more random

We will repeat the analysis with rearranging our original text by a random sequence. We can
obtain this random reordering by perturbing the signs by random numbers (see below). We will
show only the resulting frequency polygon; the random derangement in fact has increased the fit
enormously (Figure 2).

Standardized blocksums-deranged text

0.6

ASCII code
0.5
Length: 20

0.4
0.3
0.2

0.1

0.0
: -4 -2 0 2 4 z

Figure 2. Frequency polygon (of data density) for the standardized block sums in the randomly
re-arranged text — based on the attribution of ASCII codes to single signs

2.4. Inspection of the impact of the coding scheme

One might suspect that something has been done with the attribution of codes that “caused”
the good fit to the standard normal curve. However, an inspection of the distribution of the
assigned codes looks quite unusual and scattered (Figure 3). Nothing in it “resembles” a normal
distribution. There are quite a few outliers in the range between 45 and 90, scattered unevenly
over a long interval. It seems even more amazing that finally the normal curve fits so well.

Distribution of assigned

0.15 ASCII codes
0.10

0.05

0.00 =

20 40 60 80 100 120 Code

Figure 3. Distribution of the codes for the whole text of 20,000 signs for the ASCII code

We now have a look on the results of the other two persons who encoded the signs of the
text differently. We suppose that one has ensuing numbers NR from 1 to 55, which is —
compared to the ASCII code, a very compact encoding without gaps in between. For the other
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person, we assume that 20,000 random numbers have been generated and ordered so that RD; is
the i-th smallest random number. If a sign has been encoded by NR = i then the random
encoding would assign i-RD, -10 and take the integer part of this number. This method should

ensure that the code is mainly established by randomness.

We investigate the frequencies of block sums (with block length 20) in the same way as ear-
lier with the ASCII codes and finally get the following frequency polygons of the standardized
block sums, which show roughly the same fit by a standard normal curve (Figure 4 left). For
these two encoding systems we only show the polygon for the randomly rearranged text as we
have noticed earlier that the single signs show a kind of slight dependence and the random order
of the text fits much closer to the standard normal curve. In both cases there is a slight
overrepresentation of the first interval left to 0 (see Figure 4; with the random code also the
second interval is slightly overrepresented).

Standardized block sums-deranged text Standardized block sums-deranged text
0.6 0.6
ensuing nr code random code
0.5 0.5
Length: 20 Length: 20
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
0.0 0.0
‘ -4 -2 0 2 4 z : -4 -2 0 2 4 z

Figure 4. Frequency polygon (of data density) for standardized block sums in the randomly re-
arranged text. Left: based on ensuing numbers as codes; Right: based on random codes

The coding in Table 3 (only a part of it is shown) gives a flavour of the actual attribution of
signs in the text to the codes. As with the ASCII code we might inspect the distribution of the
single codes in the whole text. With the ensuing number code the distribution is compact but
very uneven, the random assignment has a much greater variability (the first axis stretches from
0 to 500 as compared from 0 to 50 for the ensuing numbers, Figure 5).Yet the final result — the
fit of the standard normal curve — is similar for both.

Table 3. Part of the coding table of the various systems used for our analysis

Sign ASCII Nr Rand Sign ASCI Nr Rand
A 65 1 0 F 70 11 29
a 97 2 1 f 102 12 32
B 66 3 3 G 71 13 34
b 98 4 4 g 103 14 38
C 67 5 10 H 72 15 42
c 99 6 12 h 104 16 46
D 68 7 14 I 73 17 50
d 100 8 17 i 105 18 55
E 69 9 22 J 74 19 63
e 101 10 25 J 106 20 67
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Distribution of assigned Distribution of assigned
ensuing number codes random codes
0.15 0.15
0.10 0.10
0.05 0.05 ‘ ‘ ‘ ‘
20 40 60 80 100 120 Code 100 200 300 400 Code

Figure 5. Distribution of the codes for the whole text with ensuing number and random code

2.5. Impact of text length

We still have to investigate the effect text length on the shape of the frequency distribution
of block sums. While there is some improvement (Figure 6), the improvement expected from
theory has not been totally fulfilled. That is due to specifities of text that do not only cause
dependencies between ensuing signs (which should be removed by the rearrangement) but also
restricts the letters in several of the longer blocks. If the text is on risk, risk, e.g., will be referred
to quite often, etc. We will see that if we artificially generate text, the fit of the standard normal
curve will considerably be increased by doubling the text length.

Standardized block sums-deranged text

0.6

ASCIl code
0.5

Length: 40
0.4
0.3
0.2

0.1

0.0
: -4 -2 0 2 4 z

Figure 6. Frequency polygon (of data density) for the standardized block sums in the randomly
re-arranged text — based on the attribution of ASCII codes to single signs — block length 40

3. Generating artificial texts with only two signs

Instead of using available texts, we will now generate our own text so that it fits more close-
ly to the probabilistic assumptions. We will use only two signs and encode them by 0 and 1. The
signs will be produced independently, which may be interpreted as if a wheel of chance with
two sectors is spun several times (Figure 7). By twenty spins we generate one block of length
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20. We then will repeat the procedure 1,000 times in order to imitate the text analysis from
earlier sections.

Generating binary text

Figure 7. Generating a block of length 20 means spinning the wheel 20 times

3.1. Analysing artificial text

We generate a binary text randomly with 0’s and 1°s; first we will use p = 0.4 for sign 1.
Then we proceed in our analysis as before. We calculate the block sum and standardize the
values according to our 1,000 data that we generated all in all. The distribution of these stand-
ardized values is again displayed by a frequency polygon.

Standardized block sums of binary text Standardized block sums of binary text
0.6 0.6
Length 20 Length 20
0.5 0.5
0.4 0.2
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
0.0 0.0
-4 -2 0 2 4 z -4 -2 0 2 4 z

Figure 8. Binary text with 0 and 1 (p = 0.4 for Figure 9. Binary text with 0 and 1 (p =0.2 for

sign 1) — standardized block sum sign 1) — standardized block sum
— frequency polygon compared — frequency polygon compared
to standard normal curve to standard normal curve

It is amazing how good the fit is (Figure 8). If we generate a text with a lower value of p
(0.2) then the fit is not so well (Figure 9) but would increase again if the number of signs in the
single blocks is increased. The polygon shows a systematic shift to the left as compared to the
standard normal curve. We replicate the generation of text by simulation and we split the text of
40,000 signs now into blocks of length 40. To show also the “noise” of simulation, we display
two frequency polygons with p = 0.4 and with p = 0.2. (Figure 10).
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Standardized block sums of binary text Standardized block sums of binary text
0.6 0.6
Length 40 Length 40
0.5 0.5
0.4 0.2
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
0.0 0.0
- -4 -2 0 2 4 z - -4 -2 0 2 4 z
Standardized block sums of binary text Standardized block sums of binary text
0.6 0.6
Length 40 Length 40
0.5 0.5
0.4 0.2
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
0.0 0.0
: -4 -2 0 2 4 z : -4 -2 0 2 4 z

Figure 10. Two replications of binary text — distribution of standardized block sums;
Left: fairly symmetric with p =0.4, Right: skewed to the right (steeper on left side) with p = 0.2

3.2. Describing the generation of text blocks by the binomial distribution

Remark on simulation: The variation of binary data (0, 1) for a random sample of size 1,000
is roughly 0.03, i.e., a probability can be estimated with that precision but not more precisely (if
we allow for a “risk” of 5%). That means, our 1,000 data should not be over interpreted as
additionally there is this source of random variation. Deviations in the simulation scenario can
be caused by the low precision of simulation or by bad fit of the standard normal curve. We will
eliminate the effect of simulation by using the binomial distribution, which applies for our
random generation of binary text. The new method will let us see the increase in fit from in-
creasing the length of text much better and free of the “noise” of simulation.

If the text is generated by random numbers that attain the value of 1 with probability p and 0
with 1-p (and the random numbers behave as if they are independent) then the single signs of
the first text block of length 20 are random variables X, ,, X, ..., X, ,, (first index for the block
number and second for the number of the sign within the block) and the block sum
B =X, + X, +...+ X, follows a binomial distribution with n = 20 and p. Rather than con-
tinue with simulating the data for the other blocks we will describe the potential outcome by

probabilities from this binomial distribution. The probabilities can be interpreted as idealized
frequencies. If we describe the situation in block i then we have an analogue situation: the block
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sum B =X, +X;, +..+ X,,, follows the same binomial distribution. Mean and standard

deviation of the block sum can be estimated from the data of all 1,000 blocks or they can be
predicted from the mean u and standard o deviation of the binomial distribution, which are:

u=n-pand c=+n-p-(1-p).

The frequency polygon described the distribution of the standardized block sums; these data
B-n-p

Jyn-p-(I-p)

for the block number). The close fit of the standard normal curve means also that we can ap-
proximate the distribution of B (a binomial distribution) by the normal distribution. More pre-

cisely, we can approximate: B(n, p)~N(u=n-p,c=4/n-p-(1-p)). What we also have

found is that the fit is better for p = 0.4 than it is for 0.2. We will now compare various binomial
distributions with the corresponding normal distribution. We will no longer standardize the
values but remain in the original scale of the block sum.

are generated by the standardized random variables (we have omitted the index

3.3. Various diagrams to display a discrete distribution

Several graphs for a discrete distribution are compared to each other. All have their relative
merits. We will use the shadow graph as it supports an area representation, which becomes
relevant if a discrete distribution is compared to a continuous distribution.

Binomial distribution - "bar graph” Binomial distribution - thin bars
0.30 - 0.30 -
n=20 n=20
0.20 - 0.20 -
0.4 0.4
N ‘||h N
0.00 'I| |I' : : ; ; . 0.00 ; ; : : : |
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Binomial distribution - shadow and bars Binomial distribution - shadow graph
0.30 - 0.30 -
n=20 n=20
0.20 A 0.20 -
N\ —04 N\ ——04
[\ [\
/ \ \
0.10 | A 0.10 | f—
c“ \ / \\
/'{ ’\ /," \
0.00 i EEEEE M I A —
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

Figure 11. Bars, thin bars, and shadow graph to represent a binomial distribution
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First we will introduce a shadow graph (a probability polygon) for the binomial distribution.
Usually (as in Figure 11), the binomial distribution is illustrated by a thick bar graph though
only the single points 0, 1, ..., n have probabilities distinct from zero. Thus, a thin bar should
represent the probability. However, in comparing the discrete binomial to the continuous normal
distribution, the area becomes the key to convey the probabilities. Thus, we replace the thin bars
by a shadow line connecting the top of the bars. Usually we remove the thin bars from the
graph. It is these shadow graphs we compare to the normal curves (not the standard normal
curve but those in the original scale of the sums).

3.4. Analysis of artificial binary text by inspecting binomial distributions

In the following, we will not generate more text and analyse it. Instead we will use our
knowledge about the binomial distribution that describes the probability distribution of the
block sum. Rather than basing our analysis on the distribution of standardized block sums, we
will work with the original values of our block sums and present their distributions by the
shadow diagram and additionally vary the probability p for the sign 1. In a first step we will see
the shape of the distribution (left column of Figure 12), which is fairly symmetric for middle
values of p. In a second step we will draw the normal distribution for comparison (right column
of Figure 12). The shadow graphs look nearly like normal curves though there is a definite
skewness for p = 0.1 and 0.9. If we draw the corresponding normal curve for comparison, we
can see the good fit. The comparison to the normal curve makes the skewness even more appar-
ent. We repeat the comparison with block length of n = 40. According to the usual recommen-
dations, the normal approximation is not yet allowed as the rule of thumbs requires that
n-p-(1-p)>9, which is only fulfilled in our best case in the middle line of Figure 13. How-

ever, for n = 100 all cases fulfil the ‘rule’ and the graphs show a good fit (Figure 14).

Here, the improvement of the normal fit by the increase from a block length of 20 to 40 just
gives a qualitative impression that the fit should improve in the sense of a mathematical limit
theorem, the Central Limit Theorem. If the block length n is increased to infinity, the normal
curve should be the limiting function. It seems clear that such a theorem — for mathematical
reasons — has to refer to standardized block sums instead of block sums. For the binary text
generation, the block sums tend to have a mean of n-p and a standard deviation of

A/N-p-(1—p), which both increase beyond any constraint so that the block sum has no distri-

bution at all in the limit. It is continuously shifted to the right and gets flatter till no distribution
remains. That is the reason for the initially awkward standardization that has been introduced in
analysing the text. A final sequence of graphs for n = 100 should convince the reader that such a
limit theorem should hold (Figure 14). We cannot see a difference between the binomial shadow
and the approximating normal curve even in the worst case of p=0.1.

3.5. Heads minus Tails — analysis of a game instead of texts

We play coin tossing games and investigate the balance of number of Heads minus number
of Tails. We produce our “text” now by an experiment that has only two signs, 1 (Heads) and —1
(Tails). We introduce again blocks, i.e., we combine 20 signs to form one block, and calculate
the block sum, which is the balance of a player who bets on Heads against a casino if the player
wins 1 Euro or loses 1 Euro depending on the result of the toss. The block sum represents the
balance after the games of a block have been played. We are interested in the distribution of the
player’s balance for playing one block. To find this distribution we can simulate the game or we
can use the binomial distribution with n as the block length and p = 0.5 for an ideal coin.
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Figure 12. Inspection of the shape of binomial distributions with n =20 and comparison to the
normal distribution (dashed curves) in the right column of the figure
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Figure 13. Inspection of the shape of binomial distributions with n = 40 and comparison to the
normal distribution (dashed curves) in the right column of the figure
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Figure 14. Inspection of the fit for block length 100 for values of p from 0.1 to 0.5

The number of values increase from 41 (for n = 20 trials) to 81 and finally to 201 (for n =
100). The spread increases: visible bars (probability greater than roughly 0.05) from —12 to 12
(for n = 20 trials) to —18 to 18 and finally to —24 to 24. The single result of an experiment is the
sum of n tosses (1 for head and —1 for tails) so that we expect that the standardized values of
Heads minus Tails will approximately follow a normal distribution. The systematic error of a
continuous distribution that should replace the discrete bars gets smaller and smaller as with the
standardization the gaps get smaller.

The whole range of the random variable Heads minus Tails is rescaled to roughly —5 to 5
(or even to —4 to 4). For n increasing, the Central Limit Theorem states that finally (a thought
experiment, which can never be reached in real world as we cannot perform an experiment an
infinite amount of times) the distribution of the standardized variable Heads minus Tails reach-
es the standard normal curve. This limiting statement (a mathematical theorem) gives a justifica-
tion to approximate the distribution of Heads minus Tails (on the original scale) by a normal
distribution. The original scale is regained from standardized values simply by a linear trans-
formation, i.e., a scaling and a shift, which both preserve the shape of a normal distribution
(only mean and standard deviation change from 0 and 1 to shift parameter and scaling factor).

In Figure 15, we see that the distribution of Heads minus Tails remains centred around zero.
However, its spread is increasing without limit. There is no limiting distribution for Heads
minus Tails. The limiting distribution occurs only for the standardized variable Heads minus
Tails, i.e., we have to subtract 0 and divide by its standard deviation.

This is how the Central Limit Theorem helps us to approximate FINITE SUMS of the in-
spected random variables (the sum of the single tosses encoded with 1 and —1 here). As the
AVERAGE (mean value) of the data, i.e., the SUM divided by the number of trials is also a
rescaling, we get a justification to approximate the distribution of the average of random varia-
bles by a normal distribution. For practical reasons we are neither interested in standardized
sums, nor in sums but we focus on the average (mean value) of random variables as this will
help us to estimate the mean of the population from which the single variables pick out one
element randomly. This population is often thought to be finite but in mathematics we can also
think of the population as a process: the process of tossing a coin, e.g., which is a random
variable. And in our present setting, this random variable attains the value of 1 if Head occurs,

and —1 if Tail occurs.
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Heads minus Tails Heads minus Tails Heads minus Tails
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Figure 15. Balance of Heads minus Tails for a fair coin after n trials

An interesting consequence is seen from variants of the coin tossing game. If a biased coin
is used (p = 0.4) then the player can have a positive balance after 20 or even 40 trials but we see
that chances are getting much smaller with 100 trials (Figure 16). The risk (the probability) for
high losses has increased substantially after 100 trials. These properties get more distinct if the
number of trials is increased. In the long run, the casino will surely win. Of course, the casinos
will usually offer a less biased game when the player can win for a longer time but finally will
also lose all money. The chances for simple bets on the roulette table are 0.4865 (18/37), for
example. That also keeps players to continue their games as they think they have their own
systems to beat the casino (see Figure 17).

H minus T, biased p =0.4 H minus T, biased p =0.4 H minus T, biased p =0.4

0.20 0.20 0.20
n =20 Win zone n =40 Win zone n =100 Win zone

0.10 0.10 0.10
0.00 0.00 rrrrrrrr h 0.00 i
-100 -50 50 100 -100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
Figure 16. Balance of payments for a biased coin (p = 0.4)
Balance in roulette p=18/37 Balance in roulette p=18/37 Balance in roulette p=18/37
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Figure 17. Balance of payments for roulette betting on pair / impair or rouge / noir
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We did introduce the game of Heads minus Tails not only to illustrate the bad perspectives
of players in the casino. We introduced it also as a special case where the Central Limit Theo-
rem may be proved by relatively easy mathematical tools that are within the reach of brighter
secondary students. It may be important to give at least a mathematical argument why such a
theorem should hold. The simulation studies yield only restricted empirical evidence for such a
theorem and can clarify circumstances under which such a law can hold. However, the simula-
tion per se cannot replace a proof and it leads also to confusion as — obviously — we cannot
continue experiments infinitely many times in real world. The way to prove the special case of
the Central Limit Theorem follows closely the path of de Moivre when he first introduced the
expression of the normal density in approximating the binomial probabilities for the Heads
minus Tails distribution. He investigated the absolute values of this random variable applying
Stirling’s formula for n factorials to approximate the harmonic series involved in the proof.

4. Describing the original task more formally

For the original task of the text with the full set of signs and the block sums we can reformu-
late the situation and the calculations now analogously to our considerations with the binomial
distribution. In each block, the sum is thought to be generated by more general random variables
than the wheel of fortune with only two sectors 0 and 1. We can think of a wheel with sectors
that correspond to each sign used in the text with an area that corresponds to the frequency of
the sign used in the text (Figure 18).

Generating text - each of the
sectors corresponds
to one sign
in the text

Figure 18. Generating a block of length 20 by spinning the wheel 20 times

4.1. Block sums as random variables and their distribution

The block sum is represented by adding the result of 20 times spinning the wheel, which
leads to the random variable B, ,, = X, + X;, +...+ X, ,; now with a general wheel as in Figure

18. Again, the close fit we have found for the standardized block sums is expressed by the mean
and standard deviation of the wheel; note that we have attributed numerical values (codes) to the
signs. The approximate distribution for any standardized block sum (we have found this relation
for our frequency polygon on the data for block length 20) is standard normal:

Bzo — Hy
Oy

~N(0,1).

We could likewise state that B,, ~ N(z,,, 0,,) by rescaling our standardized data back to

the original scale. It remains to confirm that the mean and standard deviation for a block of
length 20 are related to the mean and standard deviation of the wheel (that describes how a
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single sign is produced) by: u,, =20-u and o,, =+20 -0 (we can give theoretical reasons or
check our data whether such a relation should hold).

4.2. Central Limit Theorem (CLT)

The Central Limit Theorem can now be formulated as: We have n independent random vari-
ables X,, X,, ..., X, that all have the same distribution as X , which has a finite expected value

4 and a finite standard deviation o. We define the sum as B, = X, + X, +...+ X with an

expected value z4, and a standard deviation oy. The standardized random variable §n is obtained

by I§n = B, — 4y . Its cumulative distribution function is F, (z) = P(§n <2); the cumulative

O,

distribution function of the standard normal distribution (with expected value 0 and standard
deviation 1) is denoted by @ . Under these conditions, the following limit theorem holds:

lim F, (2)=(z).

We will read this back in terms of our text “analysis”. X is the generic term for the genera-
tion of a sign in the text and may be thought of as a special wheel of fortune. X,, e.g., is the
second spin and describes how the second sign is generated and a numerical value (like the
ASCII code) is assigned to it. We generate n signs for one block of length n. The different
spinnings of the wheel are intuitively thought as independent trials, which correspond to the
mathematical independence of the random variables X,, X,,..., X,. We have noted that in
natural texts, this independence is violated and we have tried to introduce independence be-
tween signs within a block by a random rearrangement. The random variable B, describes how
the block sum is made up of the values that correspond to the single signs. From the data b, of
many (1,000) blocks, we estimated the mean and the standard deviation of the block sum:
b, — X,

n

U, =X, and o, ~s, . Thereupon we built the standardized block sums Sn = ™, which

Sbn
Bn —H,

O,

are data for the standardized random block sum gn =

. We inspected the distribution of

the standardized block sums and found a good fit of the standard normal curve. If the block
length n is increased beyond limits (which is only a thought experiment), then the investigated
distribution approaches the standard normal curve. This is the statement of the Central Limit
Theorem (CLT) in its simplest form (LeCam, 1986, describes the thrilling history of this theo-
rem and its generalizations that have brought forward the need for axiomatizing probability).

We have inspected the frequency polygons for n =20, 40, and 100 (the latter only for the ar-
tificial text generation) and found out that they come close to the normal curve; we could also
investigate histograms with the same result. Thus, our investigation establishes empirical evi-
dence for the CLT. From the CLT we derive a justification to approximate the distribution of

the standardized block sum §n for finite n. If it converges then we should be close to the limit

after n is large enough. The question remains, how large n should be and we have found suffi-
cient precision already with values of n = 20. The debate of the size of n depends mainly on the
kind of distribution we use for the wheel that describes the generation of a single sign (or better,
the distribution of the values that are attributed to this sign). Block lengths of n = 100 were not
sufficient for p = 0.1 for our artificial binary text generation (though the resulting distribution
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was only slightly skewed). For smaller values of p even longer block lengths are needed to
attain a reasonable fit for the standardized block sums.

4.3. Implications of the CLT — normal approximation of sums and averages

Once we have established reasons for approximating the distribution of the standardized
block sums by a standard normal curve, we can also use these reasons for approximating the
block sums on the original scale by a normal distribution. We only have to adapt the parameters
from 0 and 1 to the shift parameter and the scaling factor that have been used to standardize the

block sum, i.e., the fitting normal distribution has a mean of x, =n-u and o, = Jn-o. Anal-

ogously, the mean value of a block M, = Xt Xp bt X, By establishes only a further
n

n
rescaling of the standardized block sums and therefore its distribution can be approximated by a

normal distribution with mean & and standard deviation %. We will need this result for
n

statistical inference later. The relations of mean and standard deviation for the various statistics
of a block can be estimated empirically from our data. In the generation of binary texts we can
also use our knowledge about the mean and standard deviation of the binomial distributions,
which comply with the equations above. We could also give intuitive arguments for special
cases of random variables that support the given relations (see Borovcnik, 2001 and 2011). A
general proof, however, requires more mathematics. Thus, we might prefer to support the prop-
erties by analysing data from computer simulations.

Note: There is neither a Central Limit Theorem for the sums, nor for average values of
blocks. Both random variables have no limiting distribution (see Figure 19). While the sums
tend to get larger and flatter, till no distribution remains, the averages remain centred but their
spread gets smaller till the value coincides with the centre axis (at the expected value of the
wheel that generates single data), which corresponds to a generalization of the Law of Large
Numbers. However, as we have a justification for the normal approximation of the standardized
block sums, we can use this argument as both block sum and block average are linearly rescaled
from the standardized sums. Rescaling does not affect the fact that a normal distribution applies
as approximation. Yet, of course, it influences centre and spread of the fitted normal curve.

5. Samples and populations — statistical inference

We have analysed so far a factual text or a generation method to produce binary text. For
that reason we have split the (generated) text into blocks and investigated the distribution of the
block sum. We will look on the analysis with a statistical eye and regard the text as population
and the text blocks as samples from which we want to extract information on the text.

5.1. Reinterpretation of text analysis in terms of samples and populations

We will re-interpret the text as the population to be investigated. If the text is finite we
speak of finite populations, if the process to produce text (potentially infinite text) is investigat-
ed, we will speak of infinite populations. The distribution of the ASCII codes in the whole text
turns to the parent distribution, from which we take our samples. Likewise, the generation
method to generate binary symbols by a wheel of chance will be called the parent distribution.
As we have mentioned, we can also use more complicated wheels of chance to generate text.
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Figure 19. The sum diverges (left column) — the average converges to a single point (middle) —
the standardized sum converges in distribution to the standard normal curve (right column)

The text blocks, which we have analysed, become the samples in this view. Our random re-
arrangement of texts improved the fit of the standard normal curve for the distribution of the
standardized block sums. That highlights that we should have random samples as our text
blocks. Random blocks or samples guarantee that single signs can be exchanged without chang-
ing the general feature of the text blocks. In inferential statistics we introduce methods of gener-
alizing information on the population (the parent distribution) from the data of a sample. In our
text analysis, we could be interested in the mean value of the population (all ASCII codes with
their frequency, or the wheel with p = 0.4 in the binary text generation) from the information of
the text blocks. In Figure 20, the distribution of the ASCII codes in the text (left) or the bar
graph (right) yields a static view of the text, how the various values attributed to the signs are
distributed. The wheel represents a dynamic view on the same population; by spinning it, text
blocks (samples) can be generated, which purport the information on the population. The pro-
cess of generating text becomes the population, while the generated text blocks turn to samples.

In general, we have only one text block, i.e., one sample of length n. In order to investigate
the relation between the block sum divided by the length of the block (average value of the
signs in the sample) and the average in the population we use the distribution of the characteris-
tic under scrutiny; i.e., how does the block sum (the average, etc.) vary if another sample
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(block) is analysed? We have investigated the distribution for the block sum (the sum of values
for a sample). The Central Limit Theorem states that the standardized block sum may be fitted
by a standard normal curve. This gives a justification to approximate the distribution of the
block sum by a rescaled normal distribution. Furthermore, it gives a justification to approximate
the distribution of block (sample) averages by a normal distribution.

ASCII codes in Distribution of
population generating wheel
Generating text 030 | mean : Generating binary text 0.6 s
’ valuep ' '
i 04 /
0.20 : '
0.10 5 0.2 i
0.00 0.0 -+

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

60 80 100 Code

Figure 20. Representations of population and parent distribution—Generating wheel & bar graph

5.2. Estimating a mean of a population from blocks or samples

Statistical inference has to do with studying the interrelations between the generating wheel
and the produced text. We show how the new view of population and samples gives a justifica-
tion to conclude from the single value (one average of the data) in a sample backwards to the
average of the population. The shrinking of the distribution around the value of the population
mean corresponds to the Law of Large Numbers (for means). The Central Limit Theorem will
provide numerical probabilities that certain specified threshold values will be violated by the
average in a sample of specific size . We show two series of figures (Figure 21 and 22), one for
general wheels (for general “text”) and one for our procedure to generate binary texts. The
method to produce text becomes the method to draw a random sample in the new setting.

ASCII codes in Block averages- Block averages-
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Figure 21. Distribution of ASCII codes in the population that generates text (as represented by
the wheel in the previous figure and the distribution of the average value of blocks/ samples.

Figure 21 shows that the mean of the population (which is also the mean of the wheel that
generates text) is reflected in the averages of text blocks: mean values of single blocks are
scattered around the same “axis” signified by the mean of the population. The averages of text
blocks lie closer to this axis if the block length increases. As a thought experiment — they will
restrict to a single point (the axis) if the length is increased without limit.
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5.3. Estimating a proportion from the “average” of blocks or samples

For binary text, the relations between the generating wheel and the text blocks ‘produced’ are
analogue to the general wheel. From Figure 22, we can see how the distribution of block (sam-
ple) averages restricts to the axis, which is determined by the mean value of the population
(wheel). Again by an idealized experiment, we can imagine how the distribution shrinks to this
axis if we investigate longer text blocks (larger samples, ideally unlimited).

Distribution of
generating wheel

Average binary sign
in blocks of length n

Average binary sign
in blocks of length n
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in blocks of length n
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Fig. 22. Binary text of varying length — the average from samples reflects the probability for 1’s

5.4. Implications of CLT and LLN for sampling

The Central Limit Theorem guarantees that deviations beyond a threshold can be calculated
by the normal distribution, not only for the sample sum (block sum) and sample averages (block
averages). In generalizing the result of the CLT, we can approximate the distribution of any
statistics that is defined by a sum of values of single elements of the sample by the normal
distribution. For example, the distribution of the sample variance (the square of the standard
deviation) follows a chi-square distribution. However, from the CLT we will expect that — for
larger samples — this will come close to the normal distribution. The considerations and experi-
ments in the present paper explain why the normal distribution has become so important for
inferential statistics. For the Law of Large Numbers there are some nice simulations and exper-
iments in Borovcenik (2001) or in Borovenik and Schenk (2012).

References

Borovcenik, M. (2001). Niitzliche Gesetze iiber den Zufall — Experimente mit Excel (Useful laws
about randomness — experiments with Excel). Schriftenreihe zur Didaktik der Mathematik
der Osterreichischen Mathematischen Gesellschaft (OMG), 33, 1-22.

Borovcenik, M. (2011). Key properties and central theorems in probability and statistics — cor-
roborated by simulation and animation. Selcuk Journal of Applied Mathematics, Special is-
sue on Statistics, 3-19.

Borovenik, M., & Schenk, M. (2012). Simulationen im Stochastik-Unterricht (Simulations in
teaching stochastics). Schriftenreihe zur Didaktik der Mathematik der Osterreichischen
Mathematischen Gesellschaft (OMG), 44, 1-16.

LeCam, L. (1986). The central limit theorem around 1935. Statistical Science, 1, 78-96.

Nemetz, T., Simon, J., & Kusolitsch, N. (2002). Uberzeugen statt Beweisen — der zentrale
Grenzverteilungssatz im Gymnasialunterricht. Stochastik in der Schule 22 (3), 4-7.






Estadistica: Aprendizaje a largo Plazo. Algunas Reflexiones
Behar Gutiérrez, Roberto' y Grima Cintas, Pere?

roberto.behar@correounivalle.edu.co, Escuela de Estadistica, Universidad del Valle
“pere.grima@upc.edu, Universidad Politécnica de Catalufia

Resumen

Las reflexiones sobre el aprendizaje a largo plazo de conceptos estadisticos, se
aborda en el contexto de la Educacion Superior, en los llamados cursos de
“servicio”, que corresponden a la formacion de profesionales no estadisticos. En
este marco se hacen reflexiones sobre los potenciales objetivos, contenidos y
metodologias usados, provocando y confrontando al lector, sobre la pertinencia de
sus objetivos, de sus contenidos y sus énfasis, y sobre sus estrategias pedagégicas,
en el horizonte del largo plazo. Se pone en evidencia que estamos muy lejos del
consenso en estas tres componentes del proceso de ensefianza y aprendizaje de la
Estadistica y que las expectativas de lo que se pretende lograr en la formacion es
muy disimil. Los ejes de las reflexiones se relacionan con lo que seria razonable
que permaneciera en el sistema explicativo del nuestros estudiantes en el largo
plazo y el contraste sobre si hoy dedicamos tiempo suficiente para construir para el
largo plazo. El reconocimiento de que ningun estudiante viene vacio en lo que
respecta a su actitud frente a la incertidumbre y que el conocimiento de esas
preconcepciones es importante, pues el modelo de aprendizaje supone que lo nuevo
(esquema formal de decisiones frente a la variabilidad y al azar) debe competir con
el sistema explicativo y de decisiones que el estudiante ha construido durante su
vida. La meta en esta confrontacién es lograr de su parte, la conviccion acerca de
que lo que se ofrece le conviene, complementa y mejora lo que él ya trae. En este
proceso de confrontacion, las analogias juegan un papel muy importante. Se pone
en duda el ideal del conocimiento perfecto, en el sentido de sentir la necesidad de
desarrollar todos los detalles de manera rigurosa, usando el método deductivo de la
matematica, pues se corre el riesgo que el curso de estadistica, que posiblemente es
la Gnica oportunidad de encuentro formal de un estudiante con esta disciplina en
toda su carrera, se convierta en otro curso mas de matematica. En esta direccion se
plantea que el método de conocimiento del estudiante en su vida cotidiana, no esta
basado en la l6gica formal, pues no ha tenido oportunidad de ponerla en practica en
un ambiente distinto al escolar. Se plantea como una alternativa al ideal de
conocimiento perfecto, mejorar el sistema explicativo que el estudiante ya tiene,
vinculando conceptos y relaciones para hacer frente a la variabilidad y a la
incertidumbre, de una manera mas eficiente, aunque sea imperfecta. Para ello, se
propone apartarse del esquema del desarrollo matemaético del curso, revaluar el
desarrollo lineal por temas y en su lugar introducir un enfoque holistico y en
espiral, de tal manera que la misma problemaética se vaya resolviendo cada vez con
mayor complejidad, asi los temas ortodoxos apareceran en el camino de manera
natural. Se hace énfasis en la necesidad de incluir a lo largo del curso el proceso de
generacion de los datos, intimamente relacionado con el disefio del estudio y que
uno hilo conductor sea la busqueda del conocimiento en ambiente de variabilidad e
incertidumbre.

Palabras clave: Aprendizaje a largo plazo, sistema cognitivo, logica formal,
desarrollo holistico y en espiral.

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 37-52). Granada, 2015.
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1. Introduccién

El contexto en el cual se hacen las reflexiones sobre el proceso de ensefianza-aprendizaje,
corresponde a la Educacién Superior, especificamente en los cursos de estadistica Ilamados de
“servicio”, que generalmente es uno o dos cursos, que se incluyen en los programas
académicos de formacién de profesionales no estadisticos (ingenieria, geografia, ciencias
sociales, salud, psicologia, administracion, etc.). Normalmente tienen una intensidad de 3 o 4
horas por semana, durante 18 semanas. Algunas de estas reflexiones podrian ser validas para los
cursos de estadistica de la educacion béasica o media.

Generalmente los programas de los cursos de estadistica, son elaborados por las unidades
académicas que ofrecen los cursos, con base en unos objetivos definidos por los programas
académicos (las carreras). Unas primeras preguntas que surgen son: ;Los Objetivos que se
formulan son coherentes con el interés en la busqueda de conocimiento en ambiente de
variabilidad e incertidumbre en el contexto del programa particular? ¢Estan orientados a
desarrollar habilidades para aplicar técnicas y métodos estadisticos? ¢Estan pensados para el
largo plazo? Dado el programa de un curso de estadistica, ¢ Todos los docentes lo desarrollarian
de la misma manera? ¢Depende de la profesion del profesor? (Matematico, estadistico,
ingeniero, etc.). Para un curso en particular, que ya tiene elaborado su programa, ¢EI énfasis en
los contenidos propuestos, podria variar dependiendo del profesor y el contexto?

No es muy arriesgado afirmar que dos profesores que reciben el mismo programa de un
mismo curso de estadistica, para ofrecerlo a dos grupos, podrian hacer cursos esencial y
estructuralmente diferentes. Por ejemplo, si uno de los profesores es matematico, posiblemente
ponga mas énfasis en el capitulo de probabilidad y particularmente en la combinatoria, dedique
menos tiempo a la parte de analisis exploratorio de datos ( estadistica descriptiva) y en sus clase
predomine el enfoque deductivo de la matematica, en lugar que el enfoque inductivo de la
estadistica, todo esto comparado con un profesor ingeniero o estadistico. No obstante que el
interés principal, al incluir el (los) curso(s) de estadistica en el curriculo de la carrera, esta
relacionado con la validez de los procesos de blusqueda de conocimiento en investigaciones
empiricas, si el profesor no tiene experiencia en dichos procesos de investigacion, tampoco
podra ensefiarlos y muy seguramente su curso tiende a convertirse en otro cursos de matematica.

Esta situacion es muy probable que ocurra, sobretodo si el profesor sigue textualmente el
desarrollo de su libro guia, que con alta probabilidad, estara enfocado a la aplicacién de reglas, a
calcular cosas, casi siempre basado en datos que no son obtenidos con la participacién de los
estudiantes. ¢Los objetivos planteados y los libros guia estan pensados para el aprendizaje a
largo plazo?

Existe abundante literatura, que apoya la hipétesis de que los cursos de estadistica, en buena
medida, se ocupan de aplicacion de reglas, en problemas demasiado simples y artificiales, con
cargas exageradas de matematica, y que no aportan nuevos elementos al sistema explicativo del
estudiante al momento de enfrentarse en su vida profesional a un problema real.

En estos casos, el curso no solo aporta poco, sino que genera ansiedad y termina
desarrollando una actitud negativa del estudiante hacia la estadistica.

Garfield (1991) afirma: "Una revision de la literatura profesional de los pasados treinta
afios, revela una consistente insatisfaccion con la manera como los cursos introductorios son
ensefiados”, en otra parte dice: "... Es bien conocido el hecho que muchos estudiantes tienen
actitud negativa y ansiedad al tomar el curso de estadistica...", y luego: “Los estudiantes que han
tomado un curso introductorio de estadistica lo han calificado de aburridor y monétono....los
instructores también han expresado que al finalizar el curso muchos estudiantes no estan en
capacidad de resolver problemas de estadistica”. Dallal (1990): "EI campo de la estadistica esta
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repleto de estudiantes frustrados con sus cursos de estadistica”. Barlow (1990): “Muchos
estudiantes de ciencias, adquieren una clara actitud negativa hacia la asignatura de estadistica.
Cuando yo era estudiante también la experimenté.” Hogg (1991): “Los estudiantes
frecuentemente ven la estadistica como el peor curso de su carrera. Muchos de nosotros, somos
pésimos profesores y nuestros esfuerzos por mejorar son muy timidos.” Ruberg (1992): “Parece
que muchos estudiantes tienen un profundo temor a la estadistica. Ellos dicen: "Estadistica fue
mi peor asignatura” . Quiero que ellos tengan un entendimiento mas profundo de los métodos
estadisticos, en lugar de la confusion general sobre cual formula es la mas apropiada para un
conjunto particular de datos”. Garfield and Ahlgren (1988), dicen que: "Los estudiantes parecen
tener dificultades en desarrollar las ideas intuitivas correctas sobre las ideas fundamentales de
probabilidad" y ofrecian las siguientes razones: "..Esta clase de comentarios, no es cominmente
escuchados sobre otras asignaturas y otros grupos de estudiantes. La naturaleza de las criticas y
su volumen con respecto a las de estadistica son inusuales. Uno de nosotros ha sido profesor de
demografia y de economia durante tres décadas sin escuchar ese tipo de comentarios”. Simon
(1990), dice: "Creo que la estadistica, tiene muy especiales y grandes dificultades y que el
centro del problema es que no hay manera de inducir al estudiante a disfrutar del cuerpo
convencional de la inferencia estadistica, porque no hay forma de hacer que las ideas queden
intuitivamente claras y perfectamente entendidas. Mas importante que si ellos disfrutan el
material, es si ellos adquiriran un conjunto de técnicas que ellos puedan usar de manera efectiva.
El problema de la estadistica esta en el producto y no en el empaque o en la etiqueta. Tarde o
temprano la ensefianza convencional de la estadistica se encuentra con el cuerpo de la
complejidad del algebra y de las tablas.”

Podrian sonar muy exageradas estas apreciaciones, sin embargo, los profesores que
llevamos varias décadas en el oficio, sabemos que con diferencia en los matices, son ciertas
estas afirmaciones.

Caben ahora nuevas preguntas: ;Dénde esta el problema? ;Son los objetivos que nos
proponemos? ¢Es el estudiante que no viene preparado? O ¢Somos los profesores los que no
venimos preparados? ¢Es el medio que no nos proporciona las condiciones? ¢ Faltan recursos?

Sin la pretension de dar respuesta a estos interrogantes y mucho menos de decirle a mis
colegas lo que deben hacer, pues el proceso de ensefianza-aprendizaje de la estadistica es
particularmente complejo, plantearé en lo que sigue algunas reflexiones que podran servir de
insumo para un examen individual sobre nuestra situacion particular, pues no existe una
estrategia pedagdgica uniformemente optima, en todas las circunstancias.

Abordaremos la temética de los objetivos de largo plazo y su relacion con la forma
particular de desarrollar nuestro curso y al final del articulo, se asumira el riesgo de plantear
unos objetivos. Se haran reflexiones sobre la conveniencia de intentar el conocimiento perfecto,
usando la légica deductiva de la mateméatica de manera rigurosa para generar los resultados, a lo
largo del curso. Reflexiones sobre las estrategias metodoldgicas y sobre el papel y la intensidad
de la formalidad de los contenidos de probabilidad, entre otros.

Reflexiones sobre el desarrollo de un curso introductorio de estadistica.

Pensando en los objetivos y la manera como pretendemos lograrlos, una primera
reflexidn podria ser:
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1.1.  ¢Cuales podrian ser los objetivos a largo plazo? ¢ Se relacionan estos con la
estrategia que estoy aplicando hoy?

Nos piden redactar el epitafio que queremos cologuen sobre la tumba el dia de nuestra
muerte y una vez hecha la redaccion de la inscripcion, nos confrontan a valorar si las acciones
nuestras hoy nos harian merecedores de ese epitafio. Este ejercicio es practicamente una
valoracion critica de nuestro propositos y la coherencia con lo que hacemos para lograrlos.

Planteemos ahora la situacion de encontrarnos con una persona que fue nuestro estudiante
en el curso introductorio de estadistica hace 5 afios. Si pudiéramos, ¢Qué preguntas le hariamos,
de tal manera que si él las respondiera razonablemente bien, usted se sintiera satisfecho y hasta
feliz? ¢Cree usted que el cuestionario seria similar al que usted le hizo hace 5 afios, o al que
usted hace hoy a sus estudiantes? Muy seguramente no incluiriamos preguntas que exijan
acordarse de formulas. Esto seria demasiado optimismo.

Después de esta reflexion, podriamos responder ¢Hoy, que porcentaje del tiempo dedico en
mis clases a las actividades que harian que en 5 afios, los estudiantes respondiera con éxito mi
“cuestionario de largo plazo™?

Petrosino (2000), ha reflexionado sobre este tema en el libro “;Cuédnto duran los
aprendizajes adquiridos? El dudoso ideal del conocimiento impecable”. En lo que sigue muchos
de sus planteamientos seran adaptados al proceso de ensefianza y aprendizaje de la Estadistica.

1.2.  Un mal modelo de aprendizaje es mucho mejor que ningun modelo.

Casi todos los profesores tenemos un modelo de aprendizaje en nuestras mentes, asi no sea
explicito. Esto es lo que nos permite la retroalimentacion con base en nuestras experiencias y
por supuesto nos permite mejorar también el modelo, sino fuera asi, estariamos en un proceso
sin fin de ensayo y error, como lo dice Hey (1983): “Por muchos afios he sido profesor de los
cursos introductorios de estadistica y econometria para estudiantes de economia. Como muchos
profesores y estudiantes, soy consciente, que esta puede ser una dolorosa experiencia para todos.
Muchos estaran familiarizados con la bisqueda, aparentemente sin fin, de maneras de reducir el

- dolor, redisefiando los cursos, usando diferentes textos
o0 escribiendo nuevos, pero los cambios, a menudo son
puramente cosmeticos, con el problema fundamental
invariante.”

Algunas reflexiones sobre consideraciones para la
definicion de nuestro modelo de aprendizaje se hacen
a continuacion.

El estudiante no viene vacio de conocimientos
sobre como actuar frente al azar y la incertidumbre,
asi no haya tenido formacion formal en estadistica. El
estudiante se ha enfrentado a la variabilidad y la
incertidumbre muchas veces en su vida y tiene sus propios esquemas para tomar decisiones y
aunque no todos son coherentes con la racionalidad cientifica, a él le han funcionado.
Justamente estos conocimientos previos son la materia prima para intentar construir los nuevos
conceptos que le permitirdn mejorar su sistema explicativo. Ausubel (1986) lo resume muy bien
en su conocida afirmacion: “Si tuviera que reducir toda la Psicologia educativa a un solo
principio enunciaria este: El factor mas importante que influye en el aprendizaje es lo que el
alumno ya sabe. Averigliese esto y enséfiese consecuentemente”.

Figura 1. El estudiante no viene vacio
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En ese sentido las analogias juegan un rol muy \ o2 v/

importante, pues con ellas, se construyen los vinculos .
inexistentes, toda vez que en ellas, se asegura de partir |

de un objeto conocido. PN
. . ) Figura 3. Conexidn de conceptos y
Veamos algunos ejemplos de figuras que juegan relaciones
el papel de analogias.

Riesgos de Ignorar la variabilidad
¢Debo saber nadar para atravesar el rio?

No i Solo tiene una profundidad promedia de 80
tomta e cms. Ignorar la variabilidad puede resultar muy
a ol peligroso.

Otro ejemplo. Uniformes talla Unica para el
equipo de fatbol. El entrenador que faltd mucho a
sus clases de estadistica, tiene la idea de hacer todos
los uniformes con la talla promedia del equipo. ;Qué

ocurrira?

\:\VJ/ xnt- g0y,
\\\///";.

=N

Figura 4. Riesgo de ignorar la
variabilidad.
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Figura 5. Talla Unica. Ignorando la variabilidad.
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Tamafo de muestra vs tamafio de la poblacion
¢El tamafio requerido de muestra es proporcional al tamafio de la poblacion?

= Se escuchan algunos rumores

o - populares sobre la representatividad de
Cuchara para catar la sope la muestra que dicen que debe ser el
con invitados 10% de la poblacion. Podriamos

Cuchara para catar la sopa
a diario

)

Olla para la sopa a diario

ensefiar al estudiante la formula del
tamafio de muestra y hacer los analisis
matematicos  correspondientes,  sin
embargo, mostrar que la muestra que
toma para catar la sal de la sopa, no
Olla para la sopa con invitades  depende del tamafio de la olla y mas
Figura 6. Tamafio de muestra vs tamafio de la atin que no requiere probar el 10% de la
poblacion. sopa, es una demostracion mas
contundente para el estudiante.

Estas analogias y 22 mas, se encuentran en el articulo de Behar R; Grima P., Marco LL.
(2013).

1.3. Principio de inversion.

Ausubel lo define como: “Nuestras ideas mas antiguas poseen ventajas injustas sobre
aquellas que llegan mas tarde. Cuanto mas temprano incorporemos una idea, mas destrezas
podemos adquirir para utilizarla. Cada idea nueva debe entonces competir, aunque esté menos
preparada, contra la masa méas amplia de destrezas que han acumulado las ideas mas antiguas.”

Este principio es una forma de expresar la llamada “resistencia al aprendizaje”, pues
para poder sustituir algunas de las ideas presentes en mi sistema explicativo, por otras que
prometen ser mejores, debo experimentarlas primero para estar muy convencido.

Un sabio adagio popular reza: “ Es mejor malo conocido que bueno por conocer”.
Desafortunadamente, en no pocos casos, esas oportunidades de usarlas en la practica no se dan.

Las implicaciones de este principio de inversién, es la creacion por parte del estudiante
de un sistema dual de esquemas para responder interrogantes. Si el interrogante proviene del
sistema escolar, el estudiante intentard complacer a su profesor, pero si la misma problematica
se le presenta en el mundo real, el usara su propio sistema explicativo, en el cual confia.

Ambiente Escolar Responde con el lenguaje
escolar (Intenta satisfacer
al profesor)
> INTERROGANTE >
| ’

Usa su propio sistema de
conceptos explicaciones

Mundo Real

Figura 7. Sistemas explicativos paralelos en convivencia
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1.4. Explicar bien clarito (demostraciones impecables) no es suficiente.

Los profesores con formacion matematica, tenemos la necesidad de explicarlo todo. Esto es
una caracteristica de la formacion de los matematicos. Ademas creemos que la mejor manera de
convencer a alguien es una buena y clara demostracion. “La matematica no falla”.

Sin embargo, la l6gica matematica, base del Ilamado “Método Cientifico” que tantas aportes
ha hecho al estado del arte en muchos campos de la ciencia, no es la légica con la cual funciona
el estudiante. Los principios de la logica formal, no forman parte del “sentido comun”, artifice
de las decisiones que toma en la vida diaria. No obstante que desde el kinder, esta conociendo la
matematica y su logica, el nunca se siente fuerte haciendo rigurosas demostraciones. Las pocas
veces que lo intenta fracasa.

Minsky M. (1986) en su libro “La sociedad de la mente”, hace la comparacién entre la
légica formal y el sentido comun. En las cadenas de la l6gica matematica, cada eslabén solo
tiene dos posibilidades: es verdadero o falso; no existen términos medios. Esto hace fragil la
cadena, pues con solo un eslabédn que falle, falla toda la cadena. Esto no ocurre con el sentido
comun, en el cual algunas proposiciones el estudiante las considera absolutamente ciertas, pero
incluye en sus construcciones proposiciones y relaciones que son muy probablemente ciertas y
otras que son solo probables. Arma sus cadenas reforzando unas con otras, en forma simultanea,
no secuencial.

El estudiante siente que la I6gica formal le funciona bien al profesor, porque el es experto y
esta entrenado para ello. Aln creyendo que a la larga, si el tuviera entrenamiento, la logica
formal podria ser un mejor instrumento para sus reflexiones y toma de decisiones, todos sus
problemas estan en el corto plazo y nunca tiene la oportunidad de ponerla en practica.

Petrosino J. (2000), ilustra esta situacion con un ejemplo contundente. La digitacién en la
maquina de escribir o en el teclado del computador. Todos estamos de acuerdo que escribir con
la técnica adecuada, usando todos los dedos, sin mirar el teclado, es la mejor forma de hacerlo.
Sin embargo, muchos de nosotros somos “chuzégrafos”, escribimos con dos o tres dedos,
mirando el teclado. ¢Por qué, si estamos de acuerdo que es mejor escribir con todos los dedos?

Sencillamente porque en el transitorio, mientras adquirimos habilidad, “chuzografiando”
somos mas eficientes y veloces que escribiendo con todos los dedos. Como en el dia a dia,
andamos cortos de tiempo, todos nuestros escritos los hacemos con la estrategia que méas nos
favorece: los dos dedos y nos negamos la oportunidad de practicar para ser mas eficientes en el
largo plazo.

1.5. El curso introductorio de estadistica no debe ser un curso mas de matematicas.

Aunque la matematica ha hecho posible la construccion de todos los teoremas relacionados
con la Estadistica, sin los cuales su aplicacion seria muy limitada, la Estadistica no es
matematica en su aplicacion, pues el paradigma de la matemética es el método deductivo,
mientras que la Estadistica pretende la busqueda del conocimiento en la investigacién empirica,
usando el método inductivo. De la misma manera como no se puede formar un médico cirujano
con solo cursos de fisiologia, tampoco se puede formar en la aplicacion de la metodologia
estadistica, con solo teoremas y sin las experiencias que da la interaccion con el mundo real.

El conocimiento impecable, que se pretende lograr desarrollando y demostrando los
principios de la probabilidad y la estadistica, por las razones expuestas, lograra poco en el largo
plazo y el mensaje que se transmite sobre la utilidad de la misma en el contexto del programa
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académico del estudiante, se traduce en una actitud negativa del estudiante hacia la estadistica,
como fue expresado en la introduccidn, por muchos profesores de estadistica.

Freedman et Al. (1991) lo expresa diciendo “..Cuando comenzamos, tratamos de ensefiar la
notacion convencional... Pero pronto se vio claro, que el algebra, se apoderaba del curso. Para
estudiantes con limitada habilidad técnica, el manejo de la notacion demandaba tanto esfuerzo,
gue no dejaba espacio para las ideas. Para plantear el punto con una analogia, es como si los
estudiantes de pregrado requirieran tomar un curso de Historia de la China y el departamento de
historia insistiera en que se tomara en idioma Chino”. Efron y Tibshirani (1993). Dicen: "El
camino tradicional al conocimiento estadistico ha sido blogueado con una pared de
matematicas”. Kempthorne (1980), escribe: "Ha habido una gran falla en la ensefianza de la
estadistica, originada por una falla en la ensefianza a los profesores de estadistica. Parte de los
males que hoy ocurren, creo, se deben a que es facil pensar en calcular areas y volumenes, en
lugar de ensefiar cosas relacionadas con la estadistica. Uno toma la ruta facil de ensefiar una
especie de matematicas. Uno puede tener la justificacion parcial de que esa especie de

= matematicas es una parte del area completa. Lo que debiera
ocurrir es que las ideas y metas estadisticas deberian
determinar las matemaéticas de la estadistica que deben ser
ensefiadas y no la revés”.

La Estadistica, es una disciplina de hacer, de interactuar
con el medio, a diferencia de la matematica. No se puede
formar un torero solo con diapositivas. El toreo al igual que la
Estadistica requiere ejercitarse. El torero que adquiere su
alternativa ( se gradta) con una formacion de aula de clase,
_ ¢Qué se espera que le ocurra en su primera incursion con un
Flgura 8.Eneltoreoyen la toro de verdad?

Estadistica el hacer es clave

1.6. No se pretende formar un estadistico chiquito.

Cuando desarrollamos el curso, esencialmente usando el método deductivo de la
matematica, o cuando pretendemos en uno dos cursos, agotar todos los métodos estadisticos,
invirtiendo el tiempo mas en los algoritmos para hacer calculos y resolver problemas estilo
libro, en lugar de reforzar las ideas fuerza de la estadistica y el pensamiento estadistico,
pareciera gque tenemos la intencién de formar un estadistico a pequefia escala. No es posible
formar un médico, o un estadistico en 50 0 100 horas. Debemos ser conscientes que ninguno de
estos profesionales, quedaran en capacidad de resolver un problema complejo de investigacion
empirica, en el ejercicio de sus profesiones. Tendran que recurrir a un estadistico. Lo que se
esperaria, es que este profesional tenga conciencia de la necesidad de apoyarse en un experto
estadistico, desde la etapa del disefio de del estudio. Convendria que tenga el lenguaje para
comunicarse con quien le apoya en su proyecto.

1.7. Primero el problemay el contexto y luego lo instrumental.

La Estadistica est& para resolver interrogantes sobre un problema que consiste en hallar
conocimiento valido sobre un fenémeno. Esto es lo natural. Por esta razon suena artificial
desarrollar el curso con base en los temas y herramientas estadisticas, para luego ilustrarlos con
ejemplos simples. Primero tener claro que es lo que se quiere saber y luego la estrategia
metodoldgica para resolverlo. Conviene apartarse del desarrollo clasico de los libros de
estadistica, que consiste en ir explicando indicadores, uno por uno y luego poner ejemplos para
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calcularlos. Esto es como si quisiéramos formar un mecéanico automotriz y la primera semana le
ensefiamos el martillo y las herramientas de percusion, la segunda semana, los alicates, pinzas y
similares, y asi sucesivamente. Cuando se gradde este mecanico, tendrd pocas oportunidades de
usar sus conocimientos, pues la realidad es que los clientes no vienen buscando quien maneje
las herramientas, sino quien les resuelva un problema y para ello lo primero es un buen
diagndstico, luego vendran las herramientas.

La parcelacion del conocimiento en indicadores y técnicas no conviene. En su lugar,
desde el principio hasta el fin del curso abordar ciertas situaciones problema. Desarrollar el
curso por partes como si fueran unidades independientes, no habilita al estudiante para enfrentar
problemas reales.

1.8. Desarrollo del curso, holistico y en espiral

Como una lente que va ganando enfoque. Si intentamos ver un tigre, al principio lo
veremos borroso, un poco difuso, distinguimos
algunos rasgos muy generales. En esta primera
etapa, le apostamos mucho a la intuicién,
tenemos pocos conceptos apropiados. A medida
gue avanzamos en el curso, subimos en la espiral
y la lente mejora y ahora vemos el mismo tigre,
pero le descubrimos mas rasgos, hasta llegar a
verlo con mucha nitidez. Obsérvese que el tigre
se ha visto completo desde el principio, no lo
hemos fraccionado, tenemos en todo momento
una percepcion integral, el problema completo.
En primera instancia, responderemos las
preguntas con herramientas muy artesanales,
pero las mismas preguntas seran respondidas
cada vez de manera mas compleja.

Figura 9. Desarrollo holistico y en espiral

1.9. La probabilidad sin formalidad y a lo largo del curso.

La probabilidad se desarrolla en muchas ocasiones, como si fuera un capitulo independiente,
con desarrollo formal de las demostraciones de algunas propiedades, a partir de los axiomas de
probabilidad. Generalmente no aparece con un vinculo fuerte con los datos o la estadistica
descriptiva o el andlisis exploratorio de datos. Algunos colegas, le dedican mucho tiempo a los
métodos de conteo, asociados con espacios muestrales equiprobables. Tomando en
consideracion que se trata de un curso introductorio con una duracion limitada, 50 o 100 horas,
la pregunta que surge es: ;Damos prioridad al desarrollo formal de la probabilidad frente a otras
opciones de inversién del limitado tiempo?. En mi experiencia, siento que puede ser mas
productivo un desarrollo informal de la probabilidad, asociada con la idea de “propension”,
basada en la frecuencia relativa. Cuando se discuta sobre tablas de contingencia o de doble
entrada, se desarrollan los conceptos de frecuencia condicional y su homologo poblacional, la
probabilidad condicional, con la ley de los grandes nimeros como pilar de la conexion entre la
muestra y la poblacion, entre la frecuencia relativa y la probabilidad. El histograma, se define
con el area representando la frecuencia relativa, es decir, el eje Y, representando la densidad
empirica de frecuencia y aqui se hace la conexion intuitiva con la densidad de probabilidad, de
nuevo pasando de la muestra a la poblacion. Se desarrolla la distribucion normal, como un
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ejemplo que ilustra la aplicacion de una funcion de densidad poblacional, como se explica en
Behar R., Grima P. (2013), en el articulo “El histograma como un instrumento para la
comprension de las funciones de densidad de probabilidad”, presentado en las Primeras
Jornadas Virtuales de la Didéactica de la Estadistica, la Probabilidad y la combinatoria.

1.10. ¢(Dénde entregan los datos?

No obstante que la palabra “Dato” viene del latin “Datum” (lo que se da), en la realidad es
lo menos dado, sin embargo, casi todos los libros de texto, tienen los datos disponibles para

todos los problemas, porque su objetivo es el andlisis de los mismos. Se da el mensaje al

estudiante que los datos siempre se los
entregaran y en realidad esto dificilmente
; ocurrira en la préctica y si ocurriere, seria
BeErEs—— o . muy conveniente que el estudiante tuviera
una mirada critica sobre ellos, a manera de
filtro sobre su calidad, por una parte, y por

— |- otra porque estd muy claro que la manera
""‘\._ ' los datos son generados los
DATOS como los o} y
—_ métodos de analisis estan intimamente
— ligados. Sin conocer el origen de los
datos, se asume un alto riesgo al
realizar su andlisis. En la mayoria de los libros de texto, se le da muy poca importancia a la
generacién de los datos. En el mejor de los casos, por ejemplo el libro de Moore (2005), dedica
un capitulo entero a modelos de muestreo y disefio de experimentos, pero alli queda confinado,

en el resto del libro se sigue el esquema ortodoxo de dar importancia a las técnicas de analisis
estadistico a partir de los datos.

Figura 10. ; D6nde se compran los Datos?

Paraddjicamente, la etapa de generacién de los datos deberia ser, a mi juicio, la méas
importante cuando se piensa en el aprendizaje a largo plazo, pues si la idea que queda del curso
de estadistica es que se pide ayuda al estadistico cuando ya se tienen los datos, muy
probablemente cuando el futuro profesional recurra por ayuda, sera muy poco lo que pueda
hacerse, si los datos fueron generados con un mal disefio del estudio o con procesos de medicion
cuestionables. Los primeros auxilios a los que nos referimos, tienen que ver con generar
conciencia de la importancia de obtener datos de buena calidad, entendida esta, no solo por la
medicion, sino por la coherencia con los objetivos del estudio, la posibilidad de generalizar al
universo previamente establecido, porque provienen de un disefio del estudio que reviso la
literatura del contexto, para controlar potenciales factores de confusion para garantizar la
comparabilidad, porque desde el disefio del estudio, se planearon las posibles estrategias de
analisis, y se tomaron en consideracion los alcances del estudio. Estd muy claro, que esta parte
invisible para los libros de texto, es la parte mas importante de toda la investigacion y la mas
descuidada en la ensefianza de la estadistica. Ademas podria ser la que tenga mayor
probabilidad de ser apropiada por el estudiante en el largo plazo y posiblemente también la que
tenga mayor vinculos con su sistema explicativo.

Si aceptamos que no es muy buena idea dedicar un Unico curso de estadistica a lograr
habilidades en el manejo de técnicas aisladas y que en cambio, el eje que oriente el curso debe
ser la busqueda del conocimiento, entonces la fase de generacion de los datos, debe ser la
protagonista y de ella deberan surgir todos las necesidades de herramientas y técnicas
estadisticas. El libro de oro de la ensefianza deberia contener las ideas centrales para garantizar
la validez del conocimiento generado en la investigacién. EIl tiempo dedicado a los métodos
tiene muy poco beneficio marginal en el largo plazo, aunque si tienen mucho valor las ideas que
fundamentan los métodos. Las ideas esenciales de la estimacion y las ideas centrales de los
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contrastes de hipoétesis, por ejemplo, pues en el limitado tiempo disponible, los métodos
elementales que alcancemos a ensefiarles, no le permitiran resolver ningan problema serio.

Este proceso de generacion de los datos, debe estar presente desde el principio hasta el fin
del curso, no es suficiente que quede confinado en un capitulo aislado.

Una buena guia para apoyar la materializacién de estos propositos, en lo que se refiere a las
distintas dimensiones de la validez en la busqueda del conocimiento, la presenta Trochim,
W. (2006), en su pagina Web Research Methods Knowledge Base.

Un excelente libro con casos reales de aplicacién de la estadistica en diferentes campos del
conocimiento, cada uno de los cuales se ocupa de manera pedagdgica de cuidar con celo la
validez de todo el proceso estadistico es “Estadistica una guia de lo desconocido” de Tannur y
Otros (1992).

1.11. Es dificil ensefiar lo que uno no sabe o0 no ha hecho.

Un limitante serio, para llevar a la practica algunas de la reflexiones con las que estemos de
acuerdo, es que la solucion no es solo un problema de cambio de actitud del profesor, ni un
problema de informacion que se pueda resolver leyendo mas libros. Si el profesor de estadistica,
nunca se ha enfrentado con una situacion problematica real, en la cual deba intentar acomodar
sus ideas académicas perfectas, a un mundo imperfecto, en el cual deba tomar decisiones que no
estan en los libros, para resolver verdaderos problemas en los cuales, la variabilidad y la
incertidumbre estan presentes, entonces el profesor estara dando clase de toreo con diapositivas.
No se trata de buena voluntad. Por esta razon, si a los profesores les parece sensato cambiar su
paradigma, serd necesaria una reconversion que debe pasar por torear unas vaquillas,
posiblemente preparase para dos o tres revolcadas en el polvo y si somos muy optimistas,
enfrentarse a un toro de verdad, una vez se tenga confianza. Capacitar a los profesores con
diapositivas, para la reconversion, para que no ensefien toreo con diapositivas, es una
contradiccion en su esencia.

Romper la inercia y generar duda sobre la manera como estamos guiando el proceso de
enseflanza-aprendizaje, es ya un gran paso, pues si esto no ocurre, nos quedaremos en el
cémodo mundo de encontrar valores esperados y varianzas, calculando areas bajo curvas, en la
seguridad del burladero de la plaza. No es facil romper paradigmas, sobre todo cuando pueden
tener alto costo y alterar nuestro estado de confort.

En estas afirmaciones, que pueden parecer duras, no estamos considerando las restricciones
del medio y el contexto particular de cada profesor, que pueden hacer mas dificil el proceso de
reconversion, o inclusive pueden hacerlo no factible, pues sabemos de sobra, que el profesor y
el estudiante no son los Unicos componentes del sistema de ensefianza-aprendizaje.

2. Objetivos para un curso introductorio de Estadistica

A continuacién nos arriesgaremos a plantear algunos objetivos para un curso ( 0 dos)
introductorio(s), en el entendido que su logro no es lineal. Todos estan integrados. Estos
objetivos estan enfatizados en todo el escrito, sin embargo conviene dejarlos explicitos, como
una propuesta.
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2.1 Generar actitud positiva hacia la Estadistica.

Este puede mirarse como una meta al final del proceso, pero es claro que si en el desarrollo
el estudiante no encuentra sentido al objeto de su aprendizaje, no siente que este conocimiento
le aporte a la formacion que el ha escogido como profesién, iremos por el camino equivocado,
estaremos construyendo en la direccion de la motivacidn extrinseca, que se traduce en que el
estudiante invertird sus esfuerzos en aprobar el curso, descubrir que es lo que le gusta a su
profesor que él responda y de paso propiciaremos la existencia de los dos sistema paralelos en
perfecta coexistencia: uno para responder en el ambiente escolar y el otro que trae el estudiante
en su sistema explicativo para responder en las situaciones del mundo real. Estaremos
propiciando un aprendizaje de corto plazo, con informacion con poco arraigo e integracion en
su propio sistema explicativo, colocandolo en el mismo sitio en su cerebro, donde guarda los
nameros de los teléfonos celulares de sus seres mas proximos. Por esta razon afirmamos que
este es un objetivo de higiene, si se tiene no se garantiza el aprendizaje, pero si no se tiene, si es
garantia de aprendizaje superficial y de poco valor en la modificacion de su sistema de toma de
decisiones. Es condicién necesaria pero no suficiente.

Las lecturas del material de entrevistas reportado en libros como The Experience of
Learning, de Marton, Hounsell y Entwistle (1984), dejan claro aspectos como la regularidad con
la cual los estudiantes que son obligados a usar un enfoque superficial de aprendizaje de una
tarea 0 de un curso completo describen su sentimiento de resentimiento, depresion y ansiedad.
En contraste el enfoque profundo es generalmente asociado con un sentimiento de compromiso,
reto y provecho, conjuntamente con un sentimiento de plenitud personal y placer.

Una manera de propiciar una actitud negativa hacia el curso de Estadistica puede ser
orientarlo hacia el logro de metas de poco valor, reflejadas en evaluaciones que no exigen
mucho analisis, en situaciones descontextualizadas, en las cuales la memoria es la clave del
éxito. Salcedo A. (2013), report6 los resultados de una investigacion orientada a conocer el
nivel de las preguntas que hacen los profesores, en los cursos de Estadistica Descriptiva, en su
Universidad. Tuvo acceso a 58 examenes en los cuales se acopiaron un total de 646 preguntas
que fueron clasificadas con la taxonomia SOLO, que establece cuatro niveles posibles para
clasificar una pregunta de acuerdo con su complejidad: 1) Nivel uniestructural, corresponde a
preguntas que contienen los datos informativos explicitos para dar respuesta a la misma. 2)
Nivel multi-estructural, requiere de dos o mas informaciones, que estan explicitas en el
enunciado y para relacionarlas se usa un procedimiento conocido, necesario para generar la
respuesta. (Aplicacion de reglas). 3) Nivel relacional, requiere del analisis de informacion,
establecer relaciones entre los elementos del problema para deducir implicaciones o
consecuencias, a partir del contexto del problema. 4) Nivel de abstraccidn extendida. La
pregunta exige la abstraccion de un principio general que puede ser inferido del texto del
enunciado, para posteriormente aplicarlo a una situacion distinta. (Transferencia de
conocimiento). Es posible que implique la generacidn de un juicio.

En la investigacion Salcedo encontrd que de las 646 preguntas, el 77% de ellas se
clasificaron en el nivel méas bajo, casi un 22% en segundo nivel, acumulando en estos dos
primeros niveles el 99%. Tan solo el 1% de las preguntas alcanzaron el nivel 3 y ninguna el
nivel 4,

Esta es una evidencia de la pertinencia de reflexionar sobre los objetivos que se persiguen y
sobre las estrategias usadas para lograrlo. Este tipo de evaluacion estimula el aprendizaje
superficial y puede generar mala actitud hacia el curso.
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2.2 Tomar conciencia del riesgo de tomar decisiones ignorando la variabilidad.

Ya se explicd, cuando nos referimos al “Principio de Inversion”, que toda idea nueva
compite con desventaja con las ideas méas antiguas. Solo cuando el estudiante se convence de
gue lo nuevo que se le ofrece es definitivamente superior a lo antiguo que posee, estara
dispuesto a incluirlo, en el mejor de los casos sustituyéndolo. Generar escenarios en el curso,
donde su enfoque deterministico, que ignora la variabilidad, no funciona bien en estas
situaciones de incertidumbre y que si el tomara decisiones con su sistema explicativo podria ser
muy peligroso, va en la direccidn correcta. Ser consciente que en no pocas situaciones, la Unica
manera de decidir es con base en los resultados de una muestra o en los generados en un disefio
experimental y que cada que se repita arrojard datos distintos, obliga a tener una respuesta
plausible en estos casos, a la pregunta: ¢Por qué creer en las conclusiones basadas en los datos
de una muestra, si cada vez que repitamos el muestreo nos arroja datos distintos?.
Responder correctamente esta pregunta es otro de los objetivos esenciales del curso.

2.3  Tomar conciencia de la importancia de ser cuidadoso con el proceso de generacién
de los datos y su relacién con el proceso de analisis de los mismos.

Se habld de la poca importancia que dan los libros de texto al proceso de generacion de
datos, no obstante que una falla en el disefio del estudio o en la medicion puede entregarnos
datos con los cuales no puedan cumplirse los objetivos del estudio. Si ademas los libros de
texto envian la sefial de que la Estadistica empieza cuando ya se tienen los datos, esta el terreno
abonado para muchos fracasos en la investigacién empirica. Hacer énfasis en el proceso
completo a lo largo del curso y generar conciencia de la importancia de un buen disefio del
estudio para obtener datos adecuados a nuestras necesidades y que es necesario el
acompafiamiento de un estadistico desde el principio, debe ser un objetivo prioritario del curso.

2.4 Tomar conciencia de que con base en una muestra aleatoria, es imposible obtener
conclusiones inequivocas, sin embargo en medio de la variabilidad y la
incertidumbre, pueden obtenerse conclusiones Utiles y con una medida
probabilistica del error que podriamos estar cometiendo.

Una razon del escepticismo generalizado de la poblacién hacia los resultados
estadisticos, es precisamente la conciencia de que si se repitiera el muestreo o el disefio
experimental, resultarian distintos datos. ;Como creer en las conclusiones estadisticas, si cada
que se repita nuestro proceso, se obtienen datos distintos? En el curso se espera tener
suficientes actividades, analogias y explicaciones, para que el estudiante quede convencido que
a pesar de la incertidumbre mencionada en los resultados, tenemos control sobre su magnitud y
tenemos los instrumentos para conocer su magnitud, suficiente para tomar decisiones.

2.5 Apropiarse de los conceptos estadisticos para el ejercicio critico de la democracia y
la ciudadania.

Esta claro que en la actualidad, no es suficiente con garantizar que la poblaciéon pueda
leer y escribir con solvencia; es necesario erradicar el analfabetismo numérico y en particular el
analfabetismo estadistico, que permitird que los ciudadanos comprendan y participen
criticamente en el ejercicio de rendicion de cuentas de sus gobernantes y del alcance de las
metas propuestas, asi como las cifras de los candidatos en campafia. Que sepan interpretar
frecuencias condicionales y hacer comparaciones contra un control de referencia que les
permitan juzgar y elaborar posiciones criticas.
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2.6 Mejorar su capacidad critica frente a informaciones de la vida cotidiana y la que
resulta de los procesos empiricos de generacién de conocimiento.

Todos los dias y en todo lugar nos vemos bombardeados de informacién estadistica,
desde el gobierno hasta las empresas que pretenden vendernos bienes materiales, usando
estadisticas con las cuales demuestran presuntamente que son mejores que la competencia. Nos
presentan estadisticas sobre mejoras en el tiempo usando indicadores estadisticos. ¢Pueden
obtenerse esos resultados por azar? Se requiere de un referente para hacer un juicio honesto.
¢Coémo fue obtenida la muestra? Esta siendo aplicada a la poblacion correcta segln su origen?.
Discutir a lo largo del curso sobre las distintas dimensiones de la validez, para fortalecer su
capacidad critica, es un objetivo valioso.

2.7 Apropiarse del lenguaje estadistico para hacer més efectiva su comunicacion con los
expertos y para comprender los resultados de las encuestas y de la investigacién
empirica.

Todos los dias, en particular en la television se presentan resultados de encuestas de
opinion y en muchos paises es obligatorio reportar las caracteristicas de calidad de las
estimaciones y los detalles del esquema de muestreo utilizado.

Es conveniente que el estudiante conozca el lenguaje asociado con el muestreo de
encuestas: margen de error y nivel de confianza y su nexo con el tamafio de muestra. Se
familiarice con el significado de intervalo de confianza y los términos y significados de los
conceptos bésicos del contraste de hipotesis.

2.8 Desarrollar habilidades para el Anélisis Exploratorio de Datos, orientado a dar
respuesta a preguntas de interés en una investigacion y a generar preguntas nuevas.

El estudiante con este aprendizaje, siente que la Estadistica puede serle muy util,
refuerza su actitud positiva y siente que el puede resolver preguntas de interés en un contexto
particular y formular hipétesis. Con esta herramienta se pueden descubrir resultados de la
inferencia haciendo simulaciones y puede visualizarse el vinculo entre la forma de generar los
datos y la manera de analizarlos.

2.9 Ideas esenciales sobre Contraste de Hipotesis. Riesgos de malas interpretaciones.

Sin pretender que el estudiante adquiera manejo operativo formal de las técnicas
estadisticas para el contraste de hipdtesis, introducir el problema como una necesidad asociada
con una situacion practica y la imposibilidad de poder decidir sin asumir riesgos. Plantear de
manera intuitiva la existencia de uno de dos posibles errores al tomar una decision. Presentar
analogias en las cuales “no rechazar” una hipotesis, no es equivalente a “aceptarla”. Lo que dice
y lo que no dice un “p-value”. Discutir lo quiere decir “diferencia significativa” contra
“diferencia practica”.

2.10 Conocer los distintos tipos de problemas que pueden resolverse con la Estadistica y
las alternativas existentes para su solucion.

Mostrar situaciones donde el interés es la comparacién de distribuciones (sus medias) y
explicar intuitivamente como las ideas de Analisis de la Varianza, son Utiles en este contexto.
Anéalogamente con probleméticas en las cuales el modelo de regresion es una buena opcién de
solucion; las ideas de los pronésticos, etc. En realidad esto puede hacerse a través de las
lecturas que se dejan de tarea y que se discuten al principio de cada clase.
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3. Conclusiones

Las conclusiones se destacan claramente en el desarrollo del articulo. El estudiante no
viene vacio, tiene su propio sistema explicativo para enfrentar situaciones de toma decisiones.
El curso debe estar orientado a generar una actitud positiva del estudiante hacia la Estadistica.
Esta es una condicion de higiene. No atiborrar de formulas y métodos para resolver muchas
variantes de situaciones particulares. Reforzar ideas fuerza de la Estadistica, usando cuando sea
pertinente las herramientas del Andlisis Exploratorio. El eje orientador del curso, no deben ser
los temas o herramientas estadisticas, deben ser los problemas de investigacion empirica y sus
preguntas. Resolver preguntas y generar hipotesis. Ideas esenciales de Estimacion y contraste de
hipotesis, apelando mucho a la intuicion. Dar mas importancia a la interpretacion de un
resultado, a sus alcances y limitaciones y menos a complicadas estrategias para obtenerlo. La
clave es ser conscientes en no invertir demasiados recursos en lo que pronto sera olvidado, pero
tratarlo con la profundidad que se requiera para reforzar las ideas fuerza que se espera se queden
con el por siempre. La précticas precediendo a la formalizacion y generando las necesidades de
nuevas ideas y conceptos. No permitir que el curso se convierta en un nuevo curso de
matematica. Son las preguntas que surgen en las practicas las que orientaran el desarrollo de la
teoria. Uso adecuado del software no solo para obtener resultados con los paquetes estadisticos,
sino para aprender de las simulaciones. Finalmente podemos esperar que generando una buena
actitud hacia la estadistica, el estudiante, cuando sea profesional, actuara con responsabilidad
para buscar un profesional de la estadistica para que le apoye en la solucion de los problemas
complejos que se le presenten en su ejercicio profesional y en ese momento tendra el lenguaje
para comunicarse con este y para comprender los resultados.
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La manera de resolver problemas de probabilidad por simulacion
Huerta Palau, M. Pedro

manuel.p.huerta@uv.es, Universidad de Valencia
Resumen

En este trabajo se reflexiona alrededor de una manera de resolver problemas de
probabilidad que llamamos por simulacion. Se describe la forma de resolver los
problemas en cuatro etapas y un método de resolucion con contenido heuristico en
un namero de pasos. Se muestra con un ejemplo el método y su uso para la
formacion de maestros, justificando la pertinencia de un enfoque posible basado en
la resolucion de problemas de probabilidad por simulacién con intencidn didactica.

Palabras clave: Probabilidad, Simulacién, Resolucién de problemas, Formacion
de maestros.

1. Introduccién

El significado del verbo “simular” y del sustantivo “simulacion” son significados
compartidos por una amplia mayoria de los ciudadanos. Simular, y su accion, simulacion
adquieren el significado de “representar a algo fingiendo o imitando lo que no es” (DRAE,
2015). Distinto del verbo simular es el verbo “experimentar”, y su correspondiente sustantivo,
“experimentacion”, que requiere de vivir o de “notar en uno mismo alguna cosa, alguna
impresion o algin sentimiento” (DRAE, 2015). Qué bueno seria poder experimentar situaciones
reales en las que, de algin modo, estuvieran implicadas la aleatoriedad, la incertidumbre. Pero
esto no siempre es posible. En todo caso se pueden simular con el “riesgo” que ello conlleva.
Asi, no es posible que en la escuela se experimente la equiprobabilidad con el lanzamiento de
una moneda ideal, la “moneda” con igual probabilidad en ambos lados. Entre otras razones
porque no existe tal moneda. En su lugar, se simula esa idea tedrica con el lanzamiento de
moneadas reales (euro, distintos pesos, sol, bolivar, colén, guarani, cérdoba, dolares de
cualquier tipo, etc.) con el objetivo compartido por sus usuarios de poder obtener conclusiones
sobre esa “moneda” que es, a la vez, euro, peso, sol, bolivar, col6n, guarani, cérdoba o délar y
ninguna de todas ellas. No obstante, con cualquiera de dichas monedas reales se pueden
experimentar sensaciones compartidas, como la incertidumbre o la aleatoriedad, pero no
resultados posibles. Podemos experimentar cara o cruz o canto, en las monedas reales, pero
simular solamente cara o cruz con ellas.

En la literatura podemos encontrar multitud de referencias a la palabra simulacion. Estas
pueden ir desde ser considerada en Heitele (1975) como una idea estocastica fundamental, junto
con el modelo de la urna, a un instrumento para los procesos de modelizacion (Batanero, 2003;
Henry, 2005), pasando por ser un recurso Util para la ensefianza de la naturaleza frecuencial o
experimental de la probabilidad (Chaput, Girard, Henry, 2011), y como una herramienta en la
formacidon de maestros y profesores (Maxara y Biehler, 2006; Batanero, Biehler y Maxara,
2010; Sanchez, 2002; Godino, Cafiizares y Diaz, 2010; Batenaro, Godino y Cafiizares, 2005)
etc., la lista de referencias podria ser interminable. Pero muy poco se ha dicho de la simulacion
como un método o una manera de resolver problemas de probabilidad, si acaso en Shaughnnesy
(1983), Bryan (1986) y Maxara y Biehler (2006) de quienes hablaremos mas adelante. En
realidad muy poco sabemos sobre los problemas de probabilidad y sobre sus resoluciones. Es
éste el objetivo de este trabajo, tratar de acercar los dos campos de investigacién el de la
resolucién de problemas de matematicas y el de la educacidn probabilistica y tratar de aprender

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 53-67). Granada, 2015.
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de ambos, mostrando un ejemplo sobre la manera de resolver problema de probabilidad por
simulacién en un contexto muy particular, la formacién de maestros, y las posibles
implicaciones que, modestamente, se pueden extraer de todo ello.

2. La simulacion como método de resolucion de problemas: revision bibliografica.

En lo que sigue prestaremos atencidn a la simulacion como método de resolucion de
problemas de probabilidad en tanto que los autores describan un proceso, mas o menos
completo, de resolucion de problemas mediante un nimero determinado de pasos que permita
al resolutor encontrar una respuesta a un problema de probabilidad dado al transitar por ellos.

Un primer ejemplo de esto que queremos decir lo encontramos en Shaughnessy (1983)
quien sugiere una metodologia de ensefianza de la probabilidad en los cursos introductorios de
probabilidad y estadistica con estudiantes de secundaria y primeros cursos de la ensefianza
superior. Su idea de que los estudiantes transiten desde la conjetura al modelo pasa por la
experimentacion y la simulacion. Asi, en dicho texto, propone la resolucion de problemas para
con este fin sugiriendo a los profesores cdmo realizar una simulacion de un experimento de
probabilidad con sus alumnos siguiendo los pasos que vemos a continuacion:

a. Modelar el experimento con artilugios con probabilidades conocidas: monedas, dados,
pirindolas, nimeros aleatorios...

b. “Llevar a cabo” el experimento muchas veces con dichos artilugios, asi acumulando los
resultados de pequefios grupos pueden ayudar a tener una muestra “bastante grande”.

c. Recolectar, organizar y analizar los datos (requiere de algunas habilidades estadisticas).

d. Calcular probabilidades experimentales u otros resultados experimentales (por ejemplo,
frecuencias) a partir de los datos.

e. Realizar inferencias u obtener conclusiones desde los resultados experimentales, esto es,
mirar hacia atras. (p. 340)

En efecto, en la manera en la que Shaughnessy se refiere a la simulacidn lo que parece estar
sugiriendo es una metodologia de ensefianza de la probabilidad basada en la resolucion de
problemas mediante la simulacion de l&piz y papel (paso b) de tal forma que con la obtencién
de informacién relevante (paso d) el resolutor mejore su conjetura inicial sobre una posible
respuesta al problema y realice inferencias sobre dichas conjeturas iniciales (paso €). Asi,
advierte al resolutor por via del profesor: “before doing any of these problems, always write
down your best guess first, and only then carry out a simulation of the problem” (lbid, p. 340),
con el fin de obtener alguna informacion que pueda usarse en beneficio de dar una respuesta al
problema, que de otra forma no puede obtener, o tal vez no desea. Asi pues, el autor parece
sugerir a los profesores que tengan en cuenta que sus alumnos deberian realizar un trabajo
previo en el problema antes de pensar en llevar a cabo cualquier simulacién, como conjeturar,
aventurarse a dar una respuesta sobre lo que se pregunta en el problema.

El modelo de Bryan (1986), sin embargo, es de los pocos que parece estar pensados como
método para resolver problemas de probabilidad, sin otro interés que el propio de encontrar una
respuesta al problema formulado. Basado en un texto conjunto de la NCTM y la American
Statistical Association para la ensefianza de la resolucion de problemas de probabilidad
mediante la simulacidn, titulado The Art and Techinques of Simulation, (Gnanadesikan,
Scheaffer y Swift, 1987), citado en Bryan (1986), es un método constituido por 8 etapas o pasos,
que describimos a continuacién para situaciones aleatorias en las que es razonable considerar la
hipotesis de la equiprobabilidad:
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Paso 1. Formula el problema claramente de tal forma que se proporcione toda la
informacidn necesaria y el objetivo sea claro.

Paso 2. Formula los sucesos simples que constituyen la base de la simulaciién

Paso 3. Formula o establece los supuestos subyacentes que simplifiquen el problema de
manera que pueda hallarse una solucion.

Paso 4. Selecciona un modelo para un experimento simple escogiendo un artilugio que
genere resultados aleatorios con las probabilidades prescritas para el suceso real.

Paso 5. Define y gestiona un ensayo que consiste en una serie de simulaciones de sucesos
simples que se detienen cuando el suceso de interés ha sido simulado una vez.

(Defina lo que es una simulacion y realice tantas simulaciones como sean necesarias hasta
que el suceso por el que se pregunta ocurra una vez.)

Paso 6. Registre la observacion de interés tabulando la informacion necesaria para alcanzar
el objetivo deseado. Muy a menudo, esto requiere, en cada ensayo, simplemente una notacion de
favorable o no favorable. Ocasionalmente, se anotaran resultados numéricos.

Paso 7. Repita los pasos 5 y 6 al menos 50 veces. Una estimacion apropiada de una
probabilidad a partir de resultados empiricos requiere de un gran numero de ensayos. Si la
simulacion se hace con la ayuda de una computadora entonces 1000 0 mas ensayos pueden
ejecutarse sin ningln inconveniente.

Paso 8. Resuma la informacion y obtenga conclusiones. Podemos estimar la probabilidad de
un suceso de interés, A, evaluando:

numero de ensayos favorables a A

numero total de enseyos en el experimento

En la discusiéon introducen una interesante reflexién sobre la equivalencia entre los
artilugios o generadores de azar posibles para la simulacién de un problema dado y su posible
influencia en su solucion. No obstante, el método, dicen los autores, puede usarse en situaciones
mas complejas, en las que la hipétesis de la equiprobabilidad no es razonable pero entonces las
probabilidades de inicio han de ser conocidas. En este caso, la discusion no se centra en el
método sino en el paso 4 del método en el que hay que seleccionar el generador de azar
apropiado para las probabilidades de inicio. En este punto se sugiere el uso de los nimeros
aleatorios, lo que es conocido como método de simulacion de Monte Carlo (Engel, 1975a).

Es posible reconocer en el método tiempos de trabajo diferentes para un resolutor, asi ha de
hacer un trabajo previo con el problema formulado (pasos 1 a 3), un trabajo posterior de
simulacion (pasos 5 a 7), siendo el paso 4 el que permite ir del problema a la simulacién en los
pasos 5 a 7 y la solucion del problema estimada en el paso 8 por la frecuencia relativa del
suceso de interés en relacion con el nimero total de ensayos.

Por su parte, Maxara y Biehler (2006), algo méas de 20 afios después que los dos trabajo
anteriores que hemos analizado, consideran que con la simulacion se pueden cumplir dos
objetivos diferentes que podrian llegar a ser incluso complementarios dependiendo del uso que
se haga de ella. Asi, se puede ver a la simulacién como: a) método de resolucién substitutivo de
las “matematicas” requeridas para su resolucién tedrica, al substituir el modelo teérico que
resolveria el problema por un modelo que se ha de crear e implementar ad hoc para su
resolucion, es decir, algo parecido a lo que llamaremos nosotros la manera de resolver los
problemas por simulacién y b) la simulacion como contexto de ensefianza en el que la
naturaleza del concepto de probabilidad en juego sea la consecuencia de una experimentacion
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previa. La fenomenologia subyacente puede usarse para explorar intuiciones, dificultades de
aprendizaje, etc.... En este caso, la simulacién reemplaza al mundo real, que ha de modelizase.

El modelo de ensefianza que proponen para los futuros profesores de ensefianza secundaria
(alumnos de 11 a 16 afios) empieza con el analisis de datos y estadistica descriptiva usando un
software comercializado. La simulacion como método se introduce a estos estudiantes en
paralelo al concepto de probabilidad. Las situaciones, dicen, son modeladas matematicamente y
por simulacion, comparando los resultados (ibid, p. 1).

A diferencia de las simulaciones de “lapiz y papel” propuestas en los dos trabajos ya
mencionados, en este se nota la irrupcion del software educativo especializado en la ensefianza
de la probabilidad y la estadistica. Asi, lo que parece que estos autores van a construir es un
método ligado al software particular que esta disponible, con el fin de realizar las simulaciones
sujetas a las propias restricciones del software. Por tanto, lo que se propone como metodologia
de ensefianza consistiria en instruir a los estudiantes en la traduccion desde el mundo de la
probabilidad en el que esta formulado el problema que se quiere resolver al mundo del software
en el que se va a simular. Esto hace que el software provoque ciertas restricciones o dificultades
en la traduccién entre ambos mundos y que las soluciones que se obtengan de la simulacion
sean interpretadas con dificultad en el contexto en el que se formula el problema.

Pero, en la manera de resolver los problemas por simulacién habra siempre una discusion
subyacente al enfrentar la simulacion de “lapiz y papel” y la simulacién mediante software. O
lo que es lo mismo, obtener conclusiones a partir de una simulacion basadndose en la ley de los
pequefios nimeros o en la ley de los grandes nimeros. En su lugar, en nuestra opinidn, lo que
seria pertinente es preguntarse cuando, cdmo y por qué, en este orden o en un orden parecido, se
ha de introducir el software (la ley de los grandes nimeros) a la manera de resolver problemas
por simulacién y no adaptar la simulacién al software disponible. Deberia ser el resolutor quien
decidiera en qué se apoya para dar respuesta al problema. Discutiremos sobre esto un poco mas
adelante.

Lo que los autores (Maxara y Biehler, 2006) llaman simulacion estocéstica consiste en un
proceso en tres pasos: establecer un modelo estocastico, escribir un plan de simulacién y la
realizacion con la ayuda del software. Para nosotros el modelo estocéstico forma parte de lo
que hay que hacer para resolver el problema simulado. Para estos autores, formular un modelo
estocastico para una situacion aleatoria real dada consiste en describirla mediante modelos
concretos (urnas) o, incluso, en una forma maés abstracta. Los estudiantes han de determinar el
conjunto de resultados posibles (el espacio muestral), la distribucién de probabilidad, el nimero
de pasos del experimento y los sucesos o variables aleatorias de interés. El plan de simulacion
por su parte estd compuesto por 5 pasos que obligatoriamente se han de cumplir y que se
asemeja al que en Zimmermann (2002) se describe como proceso de simulacién y que
basicamente consiste en 1) establecer el problema con sus hipoétesis, 2) asignar ndmeros
aleatorios (o los resultados posibles de un “generador de probabilidad”), 3) definir un ensayo o
prueba, 4) Repetir el ensayo muchas veces y 5) Determinar la probabilidad empirica.

3. Algunas nociones importadas del estilo heuristico en la resoluciéon de problemas de
matematicas.

En resolucion de problemas de mateméaticas en los sistemas educativos, como es nuestro
caso, suele decirse que su investigacion puede llevarse a cabo en més de un escenario,
dependiendo del d&mbito mas o menos amplio en el que se consideren los problemas: los
problemas de matemaéticas y el curriculum, una familia particular de problemas o un problema
en concreto en una situacion de ensefianza en concreto. Ademas, en cualquiera de esos
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escenarios, pueden considerarse hasta tres personajes que intervienen en la “funcion”: los
problemas solamente, los problemas y sus resolutores y finalmente a los problemas, a sus
resolutores y a los profesores que ensefian la resolucion de esos problemas a sus resolutores. Es
lo que Cerdan (2008) y otros (por ejemplo Puig, 1996) llaman teoria de los niveles de analisis en
resolucién de problemas. Pues bien, aqui nuestro interés fundamental consiste en el andlisis de
los modos de resolver una familia particular de problemas de matematicas, lo que Ilamamos
problemas de probabilidad, es decir, problemas que, formulados en una situacion aleatoria o de
incertidumbre, preguntan, en cualquiera de las formas en la que es habitual hacerse asi, por la
probabilidad de un suceso o el valor esperado de una variable aleatoria o cualquier otra cuestion
sujeta a incertidumbre. No implicaremos a sus resolutores ni a los profesores, pues quedan como
propuestas para indagaciones futuras.

Desde un punto de vista heuristico vamos a tomar prestadas algunas nociones sobre el estilo
heuristico de resolucion de problemas (Puig, 1996), como son la nocién de herramienta
heuristica, de sugerencia heuristica y de método de resolucién con contenido heuristico.
Entendemos por herramienta heuristica: a un procedimiento independiente del contenido del
problema que lo transforma en otro (Ibid, p. 41). Pero ademas consideramos esta nocion bajo
esta acotacion que aclara su uso: lo que una herramienta heuristica hace es transformar el
problema en otro, aunque no lo resuelve ni siquiera garantiza su solucion. Simular el
lanzamiento de la moneda mediante el lanzamiento de una moneda de euro es una herramienta
heuristica que transforma el problema inicial en otro. Simular con nimeros aleatorios también
es una herramienta heuristica pues tiene la capacidad de transformar cualquier problema en otro
problema referido a ellos (Método de Monte Carlo, Engel 1975a). Ente un problema de
probabilidad la sugerencia simula el problema constituye una sugerencia que desencadena el
uso de herramientas heuristicas. Pero estas no son las Unicas que se pueden considerar, como
veremos mas adelante. Sifiériz y Puig (2006) definen método de resolucion con contenido
heuristico a un conjunto de reglas que generan nuevos problemas a partir de uno que se pretende
resolver, hasta llegar a uno considerado elemental, o conocido, y que, por tanto, se sabe
resolver, 0 a uno ya resuelto. La manera de resolver problemas de probabilidad por simulacién
se referird pues como el conjunto de “cosas” que hay que hacer para generar problemas nuevos
a partir del problema inicialmente formulado, de manera que sobre aquellos se sepa como
resolverlos.

4, La manera de resolver problemas de probabilidad por simulacién.

Por todo lo anterior, diremos que un problema de probabilidad se ha resuelto por simulacién
si, durante el proceso de resolucion el problema formulado, al que llamaremos problema
original, se ha transformado en otro, al que Illamaremos problema simulado, mediante algun
generador de azar, de tal forma que, desde un punto de vista probabilistico, el problema
simulado es equivalente al original, problema éste que se es capaz de abordar y del que se puede
proporcionar alguna respuesta a lo que en él se pregunta, y de cuya respuesta (la del problema
simulado) se puede inferir una respuesta posible para el problema original (Figura 1). Si la
solucion del problema simulado depende de un nimero dado de ensayos 0 pruebas entonces su
fiabilidad o credibilidad dependera de la manera en la que se considere ley de los grandes o
pequefios nimeros. Asi pues, en este trabajo usamos la palabra simulacion en un doble sentido:
como proceso 0 manera de resolver problemas de probabilidad y como experimentacion en el
seno del problema simulado.
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se transformaen

Problema Problema
original simulado

tiene una Se obtiene una

Solucion del Solucion del
problema original problema simulado

~_

se traduce a

Figura 1. Esquema basico del proceso de resolucion de un problema de probabilidad por simulacion.

Resolver un problema por simulacién implica considerar pues herramientas que transformen
el problema original en otro, de tal manera que, para la herramienta considerada, el problema
original y el problema simulado sean, probabilisticamente equivalentes’. Desde un punto de
vista didactico, lo interesante de dichas herramientas es su caracter y potencial heuristico, de
exploracion y de descubrimiento, que permiten ser consideradas en un buen nimero de
problemas distintos. Desde el punto de vista del resolutor, que su conocimiento y experiencia en
las herramientas le permitan obtener la mayor cantidad posible de informacion para que pueda
ser tratada con posterioridad para dar respuesta al problema original. Por tanto, situados en el
problema simulado, el resolutor ha de saber encontrar y formular una respuesta a lo preguntado
en él, lo que le exige considerar los instrumentos y métodos estadisticos necesarios para tratar
con la informacion disponible. Ha de abordar asi un problema estadistico auxiliar asociado al
problema simulado. La respuesta dada al problema simulado, mediante la solucion del
problema estadistico, se ha de “devolver” con posterioridad al problema original, lo que
necesariamente implica considerar la naturaleza empirica de la probabilidad y su “estabilidad”
ante un nimero elevado de ensayos.

Como el proceso de trasformacion depende de la herramienta considerada, a cualquiera que
se interese por los procesos de resolucién de estos problemas le pueden surgir una serie de
preguntas que seguramente deberian tenerse en cuenta, ya sea en los analisis sobre la actuacion
de cualquier resolutor o bien durante la ensefianza de la manera de resolver los problemas por
simulacién, como son, por ejemplo, (parafraseando a Puig, 1996 en p. 41): ;cuél es la intencién
de uso de la herramienta? Si uso tal o cual herramienta, ;como esté relacionado el problema
original con el problema simulado por la herramienta? Una vez obtenga una solucion al
problema simulado, ;qué implicaciones puede tener en relacion con la solucion del problema
original? ¢(Qué se puede exportar de la solucion del problema simulado al problema original y
qué no? ;Como queda transformado el problema original al incorporarle lo que se exporte de la
solucion del simulado? ¢Requiere ser reformulado el problema original? Estas preguntas no
pueden contestarse en general, sino que han de plantearse para cada herramienta. Asi, habria

! Si al problema original se le puede asociar un modelo teérico que lo resuelve, diremos que el
problema simulado converge estocasticamente al problema original si las frecuencias relativas convergen
en probabilidad hacia las probabilidades tedricas y los valores medios de las variables estadisticas
cuantitativas convergen en probabilidad a las esperanzas matematicas de las variables aleatorias
correspondientes. Reciprocamente, las probabilidades teéricas y las esperanzas matematicas del problema
original pueden interpretarse como frecuencias relativas o valores promedios en el problema simulado.
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gue considerar estas preguntas para diferentes generadores de azar: urnas, dados, pirindolas,
etc.., tablas de nimeros aleatorios, generadores de numero aleatorios en hojas de célculo,
programas en R o en Matlab.

Con el fin de ver en qué consiste la manera de resolver un problema por simulacion,
consideremos el siguiente problema, en el que detras de la sencillez de su enunciado oculta un
buen numero de dificultades para su resolucion teérica. Un problema similar ya lo planteaba
Shaughnessy (1983) en su propuesta de simulation for simulation (p. 340):

Una conocida firma de pasteleria regala con cada uno de sus pasteles una figurita que
incluye en el interior del envoltorio con el que los vende. La coleccién completa esta formada
por 6 figuritas. ¢Cuantos pasteles crees que, por término medio, tendras que comprar para
tener la coleccion completa?

Asumamos que el problema formulado (el original) no se sabe resolver teéricamente pues el
modelo tedrico que da cuenta de €l esta al alcance de unos pocos e incluso fuera del nivel de
nuestros estudiantes o de los objetivos de ensefianza para el que se plantea el problema, no en
balde se trata de una cadena de Markov absorbente?’. Propongamos como objetivo que el
resolutor Ilegue a dar una respuesta al problema y que ésta sea lo mas razonable posible vy,
ademas, que mientras esto ocurre él o ella aprenda a manejarse en entornos de incertidumbre.
Nuestro objetivo no es, por el momento, transitar hacia el modelo tedrico ni ensefiar el
algoritmo (Engel, 1975b) como paso intermedio, sino una manera de dar respuesta al problema
que llamamos por simulacion.

Segun se desprende del esquema de la figura 1, para el trabajo que hay que hacer pueden
identificarse cuatro momentos a lo largo del proceso de resolucion completo que implica, de una
parte, trabajo independiente en cada uno de ellos pero sin “perder de vista” a los otros”: trabajo
en el problema original, trabajo en el problema simulado, trabajo con la solucién del problema
simulado y trabajo con la solucion del problema original, y, claro esta, trabajo en las
correspondientes relaciones/traducciones (Figura 2, anexo). El trabajo que hay que hacer puede
sugerirse durante el proceso de ensefianza, descomponiéndose este en ocho “tiempos” para la
indagacion y la reflexion, como veremos en el apartado siguiente.

Excepto la primera vez, cada vez que adquiera un pastel obtengo una de las 6 figuritas® que
0 bien no la tenia aun e incrementa la coleccion, o bien ya la tenia y estoy en las mismas
circunstancias que estaba antes de comprarlo. Pero cada vez que lo compro no sé qué figurita
me va a salir hasta que no abra el envoltorio. Por hip6tesis (hipétesis 1) puedo pensar que
cualquiera de las figuritas es susceptible de aparecer en un pastel con la misma probabilidad que
tendria cualquiera otra, 1/6, también bajo la hipotesis (hipdtesis 2) de que la firma de la
pasteleria ha distribuido uniformemente sus figuritas entre sus bolsas conteniendo los pasteles

2 Un recurso alternativo para este problema lo constituye el abaco probabilistico de A. Engel
(1975b). jUn algoritmo determinista resolviendo una situacion aleatoria! Sugerimos al lector que resuelva
el problema como le apetezca, bien considerandolo como una cadena de Markov o bien considerandolo
como “un paseo aleatorio” en el dbaco de Engel, si le apetece. Si no es asi, tampoco pasa nada, pues la
lectura de este trabajo no depende de ello. Tal vez le apeteceria simularlo para hacerse una ligera idea de
“por donde van los tiros” o incluso ir méas alla, hacia una solucién razonable y fiable, o incluso més alla,
al modelo tedrico. Una vez formulado, el problema pertenece solamente al resolutor.

% El nimero es ilustrativo e intencionado, proporcionado por el profesor.
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gue vende y (hip6tesis 3) el centro comercial distribuye los pastelitos uniformemente en sus
estantes. Dejaré de comprar pastelitos en el momento en el que tenga la coleccion completa.
¢ Tendré la coleccion completa alguna vez? ;Habra que comprar muchos pasteles?

Al lanzamiento de un “dado clibico” y observar la cara sobre la que se posa también se le
ha concedido la hipotesis (hipdtesis 1, en el problema original) de la equiprobabilidad,
asignandole a cualquier de sus caras el valor de 1/6 para su probabilidad. Le concedemos a los
lanzamientos sucesivos de un dado, anotando cada vez los resultados que aparecen, la hipdtesis
de ser un experimento aleatorio compuesto de pruebas independientes (hipétesis 2 y 3, en el
problema original). Lanzar el dado repetidamente, anotar el resultado de la cara sobre la que se
posa, hasta que se haya posado en las 6 caras por lo menos una vez simula el proceso de
comprar pasteles (por el lanzamiento del dado) hasta tener las 6 figuritas (todas las caras del
dado aparecen por primera vez en una racha de resultados). El problema simulado queda asi:
¢Cual es el nimero medio de lanzamientos consecutivos que habra que hacer de un dado cubico
hasta que éste tarde o temprano se pose al menos una vez en todas sus caras? Como
consecuencia, ¢se posara sobre todas las caras, al menos una vez?, ;habrd que hacer para que
eso ocurra muchos lanzamientos?

Abordemos el problema simulado. Lancemos el dado cuantas veces estimemos que sea
necesario. Diremos que hemos realizado una simulacién cuando al lanzar repetidamente el dado
hemos conseguido reproducir el suceso por el que se nos pregunta. Lo que esta simulacion
produce es informacion sobre lo que ha ocurrido, informacion que debe ser organizada y tratada.
Surge asi el problema estadistico asociado al problema simulado. La consideracion, la
definicion de variables estadisticas es consustancial al proceso y el tamafio de la poblacion
también. Ahora la pregunta ¢cuantas simulaciones hay que hacer para dar respuesta al problema
es, entre otras, pertinente? La pregunta tiene maltiples respuestas, probablemente tantas como
resolutores y tantas como niveles de exigencia sean requeridos para la respuesta que se
proporciona. Por lo menos dos simulaciones, por aquello de promediar. Ahora bien, el estado de
incertidumbre que me puede producir una respuesta basada en dos simulaciones puede ser
mayor que si hago muchas mas. Pero, ¢cuantas mas?

Algunos métodos para determinar la probabilidad experimental de un suceso sugieren
realizar un nimero de simulaciones dado de antemano: 50, 100, o 1000, nimero con el que se
considera gque se puede proporcionar una respuesta razonable al problema simulado (por
ejemplo, paso 7 en el modelo de Byan, 1986). Otros, como los libros de texto por lo general, son
mucho mas ambiguos: muchas simulaciones, cuantas mas mejor. En todo caso, siempre el
resolutor se haré preguntas alrededor de cualquier sugerencia que se le haga sobre el nimero de
simulaciones que habra que hacer ¢por qué ese nimero y no otro? La respuesta concluyente es
de naturaleza matematica®, aunque en todo caso el nimero de aquellas dependera solo del
resolutor y del grado de credibilidad o fiabilidad que éste le otorgue a una respuesta basada en el
namero de simulaciones que él o ella haya considerado que es razonable realizar. O, tal vez, del
profesor quien establece cuales son dichas condiciones. Por ejemplo, supdongase que se quiere

* Sea p la probabilidad teérica de un suceso S. Sea fr,, la frecuencia relativa asociada a ese suceso
en n pruebas de un experimento aleatorio que lo simula. La version fuerte de la ley de los grandes
nimeros establece la convergencia estocastica de las frecuencias hacia las probabilidades en los

siguientes términos: P(fr, & p)——>->1
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una aproximacion de la probabilidad teérica de hasta un 1% (&= 0.01) con un grado de
confianza del 95%, o = 0.95. En estas condiciones el profesor demanda de sus estudiantes un
numero de simulaciones no que puede ser calculada usando la desigualdad de Chebyschev

: pA-p)
(DeGroot, 1975, p. 185-186): Ny = —— .
e(1-9)
partir de una probabilidad tedrica p conocida. Aunque, no obstante, se puede estimar el maximo
necesario para una aproximacién y grados de confianza dados, maximizando la funcién

Claro que para obtener este nimero se ha de

n=kpl— p), siendo K = una constante prefijada®. En realidad este nimero tiene

1
g’ (1-0)
mas valor metodoldgico que real, ya que permite hacer el transito desde la simulacién en lapiz y
papel al uso consciente de la simulacién con la ayuda de un software. No tanto para el resolutor
cuyo nivel de satisfaccion y exigencia podria darse con un nimero menor de simulaciones.

En todo caso la respuesta al problema simulado depende del grado de precision y
fiabilidad con la que se quiera expresar. Pero no deja de ser una respuesta al problema simulado
que requiere ser traducida o usada para dar respuesta al problema original. En los términos en
los que esta expresada la pregunta: ¢ Cuéntos pasteles crees que, por término medio, tendras que
comprar para tener la coleccién completa?, requiere ademas dar una credibilidad a la respuesta
dada a la pregunta en el problema simulado: ¢Cuél es el nimero medio de lanzamientos
consecutivos que habra que hacer de un dado hasta que éste, tarde o temprano, se pose en
todas sus caras?, puesto que pide del resolutor un grado de creencia o credibilidad que le
concede a dicho valor promedio.

5. Una manera de ensefiar la manera de resolver problemas de probabilidad por
simulacion en la formacion de maestros. Un ejemplo.

Describiré a continuacion como se ha formulado este problema a estudiantes para maestro y
algunas consecuencias que se han observado al hacerlo asi.

Antes de este problema los estudiantes habian abordado otros tres problemas, un problema
sobre rachas de longitud 2 con monedas, explorando si es un juego justo. El problema de la
existencia 0 no de una estrategia ganadora en el juego de “piedra-papel-tijera” y, finalmente, el
problema de la cueva (Huerta, 2002) con la misma metodologia que se ha usado con el
problema que hemos resuelto en el apartado anterior. Los objetivos de ensefianza son variados
y, entre otros, los siguientes:

e Explorar las diferentes naturalezas del concepto probabilidad en la resolucion de
problemas de probabilidad.

e Explorar el potencial de la resolucién de problemas de probabilidad por simulacion.

® Para cualquier £ y & que se considere, esta funcion alcanza un méximo para p=1/2. EI nimero
1

méximo de simulaciones dependera de estos valores y se puede estimar por N, = m
(C" p—
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e Explorar si la resolucion de problemas de probabilidad por simulacion facilita y
permite modificar el juicio subjetivo que posee el resolutor sobre los fenémenos
aleatorios implicados en el problema.

Hay todavia un objetivo mas, sobre potencialidades, como consecuencia del trabajo que se
estd haciendo mientras se resuelve el problema: explorar el potencial que tiene el método de
resolucién de los problemas por simulacién y sus objetivos de ensefianza para la educacién
primaria.

El problema se enuncia a los estudiantes tal y como lo hemos presentado en el apartado
anterior, junto con la tarea descompuesta en 8 tiempos y un conjunto de cuestiones asociadas a
cada tiempo a modo de sugerencias heuristicas. EI nimero de tiempos esta relacionado con las
macro-etapas del método de resolucién (Figura 1) y las sugerencias con el trabajo que habria
gue hacer en cada una de ellas (Figura 2, en el anexo). EI nimero de sugerencias es claramente
variable y puede ser modificado dependiendo del problema y del nivel de los resolutores. Los
tiempos y las sugerencias formuladas para el problema han sido las siguientes:

e Primer tiempo: Exploracién de la situacion real, de lo que estd sujeto a
incertidumbre y no lo est4, de lo que es conocido y desconocido en la situacion real.

o0 ¢Crees tener seguridad de que tarde o temprano se completara la coleccion
de figuritas? ¢Por qué?

o Al comprar un buen numero de pasteles, ¢en qué condiciones puede
encontrarse la coleccidn de figuritas?

o Entonces, ;cuéntos pasteles exactamente se tendrian que comprar para tener
la coleccion completa? ¢ Por qué?

e Segundo tiempo: Juicios subjetivos a priori derivados del analisis de la situacion
real.

0 ¢Qué crees que es mas facil que ocurra, conseguir la coleccién completa o
no conseguirla? ¢Por qué?

0 Si no sabes exactamente cuantos comprar, al menos haz una conjetura sobre
el cuantos, ¢Cuantos pasteles estimas que se tendrian que comprar, mas o
menos, para poder conseguir la coleccion completa? ¢ Por qué?

e Tercer tiempo: Fiabilidad o credibilidad de la conjetura.

o0 Quieres explorar hasta qué punto es fiable o creible tu conjetura sobre la
posibilidad de conseguir toda la coleccion completa y sobre el nimero de
pasteles que habria que comprar para obtenerla. ; Como lo harias?

e Cuarto tiempo: La Simulacion, necesidad y uso de herramientas heuristicas. El
problema simulado.

0 (Experimentar o simular? ;Puede experimentarse el problema? Por el
contrario, ¢solamente se puede simular? ;Por qué?

0 Silo vas a simular la compra de pasteles, ¢qué vas a usar para ello? Si hay
hipotesis que formular, ¢qué hipotesis son estas?

0 ¢En qué consiste una simulacién?
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0 ¢Cbémo queda ahora el problema original en términos de la simulacion (el
problema simulado)? Formulalo sin usar las palabras “pasteles” ni
“figuritas” solamente en términos de la herramienta usada.

0 (Puedes decir otra forma de simular el problema? Repite todas las
cuestiones anteriores para la nueva herramienta considerada.

0 Para las simulaciones pensadas y sus correspondientes problemas simulados
formulados, ¢en qué crees que te van a ayudar a la hora de dar respuesta al
problema original?

Quinto tiempo: La simulacién productora de la informacion dependiente de la
herramienta usada. Tratamiento de la informacion, el problema estadistico asociado
dependiente del nimero de simulaciones realizadas.

0 Resuelve los problemas simulados.

Sexto tiempo: Equivalencia de problemas. Equivalencia entre los problemas
simulados dependientes de las herramientas consideradas

0 Tienes una solucion para cada uno de los problemas simulados. Si las
comparas, ¢qué puedes decir de ellas?

0 (Te lo esperadas? ¢Por qué?

o Entonces, ¢Cudl de las soluciones anteriores vas a usar para dar respuesta al
problema original? ¢Por qué?

Séptimo tiempo: De la solucion del problema simulado a la solucion del problema
original.

0 Ahora, con la informacidn disponible de las soluciones de los problemas
simulados, trata de dar respuesta a la pregunta formulada en el problema
original: ¢Cuantos pasteles crees que, por término medio, tendras que
comprar para tener la coleccion completa?

o0 Justifica por qué crees que es ese numero. ¢Qué significa para ti es nimero?

Octavo tiempo. La devolucion de la solucién al problema original: utilidad y
fiabilidad.

0 ¢Hasta qué punto crees que es fiable la respuesta que acabas de dar?

0 ¢Podrias mejorar aun mas esa fiabilidad de la respuesta o la credibilidad que
le concedes?

0 Seguro que has vivido situaciones como la que acabas de resolver en este
problema. ¢Hasta qué punto la solucion que has obtenido se puede
considerar como solucion de una situacion real que hayas vivido?

0 ¢Qué se puede aprovechar de esa solucion para la situacion real vivida por
ti y qué no? Explicate lo mejor que puedas.

0 La reflexion anterior, ¢afectaria a la formulacion del problema original?
¢De qué manera?

Podria comprobarse como lo que se le ofrece al estudiante es un método de resolucién con

potencial heuristico en 8 pasos, ya que, por una parte, tiene vocacion de ser Util no solo para este
problema sino para otros problemas de probabilidad en los que haya que tratar con
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probabilidades y variables aleatorias y, de otra, tiene ese marcado caracter de exploracién en
busca de la informacion que permite contestar a lo que se pregunta en él.

6. Conclusiones y reflexiones finales.

La manera de resolver un problema de probabilidad por simulacién es un proceso realmente
complejo y en algunas ocasiones dificil. Parece pues pertinente preguntarse, a la luz de lo
expuesto anteriormente, ¢por qué resultaria de interés ensefiar a los futuros maestros® esta
manera de resolver problemas de probabilidad, por simulacion como la hemos llamado? De la
experiencia propia puede apuntarse que, en general, este enfoque produce mas beneficios que
perjuicios, pues, en nuestra opinidn, hay unas cuantas razones sobre las que se sustenta y que tal
vez lo justificarian. Una de ellas, citando a Freudenthal (1973), es permitir que los futuros
maestros aprecien qué es eso de las Matematicas: To explain to people what mathematics really
means, one finds the most convincing examples in probability (p. 583), algo a lo que no estan
realmente acostumbrados ni preparados. Pero, ademas, porque esta manera de resolver los
problemas pone en contacto al futuro/a maestro/a con dos tipos de informaciones referentes a
los fendmenos que aparecen implicados en los problemas, informaciones de las que dependen
las decisiones que toma el resolutor a lo largo de la resolucion, informaciones que en términos
de Borovcnik (2011, p. 72) son de tipo objetivista y subjetivista, lo que como consecuencia
favorece el uso de la probabilidad tanto en su naturaleza objetiva (clasica o frecuentista) como
subjetivista (bayesiana). Porque, también, pone al estudiante para maestro/a en contacto
continuamente con la conjetura, en el mismo sentido que Bernouilli (1713, p. 211 y sig., citado
en Sylla, 2014, p. 30): Conjeturar sobre algo es medir su probabilidad: por tanto definimos el
arte de conjeturar (Ars Conjectandi), o estocastica (Stochastice), como el arte de medir las
probabilidades de las cosas tan exactamente como sea posible, para concluir que, a nuestro
juicio y acciones, siempre podemos escoger o seguir aquello que se ha encontrado ser lo
menor, mas satisfactorio, mas seguro, o mas cuidadosamente considerado’.

Pero, también, la manera de resolver asi permite al futuro maestro/a separar una “realidad”
representada por el problema original del modelo creado para simular y representado por el
problema simulado. Separacidon que resulta dura y complicada cuando el resolutor ha de
formular dicho problema simulado en funcion de la herramienta o generador de azar
considerado. Ademas, permite al resolutor apreciar a los generadores de azar como herramientas
de transformacion de un problema en otro, con el fin de indagar y explorar nuevas
informaciones que no se disponian con anterioridad, con la pretension de que sean Utiles para la
resolucion del problema original, de ahi su caracter heuristico.

Pero aln creemos que hay mas razones. Resolver los problemas de esta manera pone en
contacto dos tipos de razonamiento, el razonamiento estadistico y el probabilistico, como sea
que se les considere. La informacién proporcionada por el problema simulado, a veces escasa a
veces abundante o incluso muy abundante, requiere de la formulacion de pequefios o grandes
problemas estadisticos auxiliares que permitan dar respuesta a las preguntas planteadas en él.
Respuestas que requieren ser interpretadas en términos del problema original, de la “realidad”

® Esta pregunta y su reflexion posterior también la formularia en la formacién de futuros
profesores de matematicas de la ensefianza secundaria, aunque habria que matizar algunos aspectos
debido a la diferente formacion matemética inicial de ambos colectivos.

" Traduccién del autor.
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representada por él, apreciando de este modo por qué se hacen matematicas y al servicio de qué.
Porque en el desarrollo de la manera de resolver que hemos propuesto en este trabajo el
resolutor, futuro maestro/a, convive con las sugerencias de tipo heuristico que le han permitido
avanzar en la basqueda de una respuesta a cualquiera de los problemas auxiliares formulados a
lo largo del proceso de resolucidn. Porque, en suma, el estudiante para maestro/a conoce un
método de resolucion de problemas de probabilidad con potencial heuristico que le ayudara
seguramente a considerar la posibilidad de otro enfoque de la ensefianza de la probabilidad en la
escuela primaria, alternativo al existente, como lo demuestran sendos trabajos de realizados por
un estudiante del grado de Maestro en Educacion Primaria con su trabajo de fin de grado
titulado “La simulacién en el aprendizaje de la probabilidad en Primaria (11-12 afios)” (Capella,
2013) y un segundo correspondiente al Trabajo de fin de Master en Profesorado de Matematicas
en Educacion Secundaria titulado “La simulacion y la resolucién de problemas de probabilidad.
Estudio sobre su influencia en la probabilidad subjetiva en alumnos de 13 y 14 afios” (Capella,
2014). Al menos estamos en el buen camino.
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ANEXO.
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Figura 2. El trabajo durante la manera de resolver problemas de probabilidad por simulacién.
Incluso un esquema tan complejo como este no refleja fielmente todo el trabajo que realmente hay que

hacer cuando se

aborda la resolucion de un problema de esta manera.
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Resumen

En este trabajo presentamos una estrategia para tratar los conocimientos
estocasticos en el aula que se apoya en el desarrollo de un proyecto de dmbito
europeo. Este proyecto, denominado EarlyStatistics, se focalizaba en el disefio e
implementacion de  propuestas formativas dirigidas tanto a la formacién
permanente de profesores en relacion con la educacion estadistica, como en la
elaboracién de propuestas educativas apoyadas en el disefio de escenarios
orientadas a la formacién estadistica de los alumnos de la educacion obligatoria.
Para dichas propuestas se disefiaron diferentes escenarios, situaciones socio-
contextualizadas, de aprendizaje cercanos a los intereses de los estudiantes y
adaptados a diferentes niveles educativos. Reflexionamos sobre sus bases teéricas
y presentamos la ejemplificacion de un escenario de los disefiados durante el
desarrollo del proyecto.

Palabras Claves: Educacion Estocastica. Escenarios de Aprendizaje. Educacion
Obligatoria

1. Introduccién

Como en gran cantidad de estudios se indica y se detecta que, aunque lleva afios incluida en
el curriculo oficial, la educacion estocastica sigue siendo una asignatura pendiente de nuestro
sistema educativo y no solo de nuestro pais (Borovcnik, 2011). Como respuesta a dicha
realidad, se disefid y desarrolld un proyecto de investigacion e innovacion, EarlyStatistics:
Improving statistics instruction in European elementary and middle schools though online
professional development” (http://www.earlystatistics.net; Socrates-Comenius Action Project
226573-CP-1-2005-1-CY-Comenius-C21), financiado por la UE y desarrollado por un
consorcio de paises europeos (Chipre, Noruega, Grecia y Espafia) (Meletiou-Mavrotheris, 2007;
Azcarate et al., 2008). El proyecto se focalizaba tanto en propuestas formativas dirigidas a la
formacion de profesores en ejercicio en relacién con la educacién estadistica, como en la
elaboracién de propuestas educativas, apoyadas en el disefio de escenarios, orientadas a la
formacidn estadistica de los alumnos de la educacién obligatoria.

Proyecto que fue galardonado por I.S.L.P. (International Statistical Literacy Project), en el
marco de la I.LA.S.E. (Asociacion Internacional para la Ensefianza de la Estadistica) con el 2009
Best Cooperative Project Award in Statistical Literacy (Premio Internacional de Alfabetizacién
Estadistica 2009), por las expectativas que abre dicho plan de formacién permanente, ofertado
por Bruselas para los profesores de matematicas de la Union Europea.

El proyecto disefiado pretende dar una vuelta de tuerca al tratamiento de esta rama de las
matematicas, fundamental para los ciudadanos en formacién dado el gran nimero de ocasiones
en las que se presenta en el mundo real y cotidiano que les rodea; maxime si se imaginan en su
futura vida adulta y necesitan utilizar e interpretar adecuadamente informaciones de naturaleza
estadistica y probabilistica. Desde los principios que se parten, se pretende que los profesores se
introduzcan en el dominio del conocimiento estocastico y los estudiantes desarrollen sus

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea 'y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 69-86). Granada, 2015.



Los escenarios de aprendizaje. Una estrategia para tratar los conocimientos estocasticos en las aulas 70

competencias, y terminen comprendiendo y utilizando adecuadamente los conocimientos
estadisticos.

Como hemos indicado, todos nuestros estudiantes, interaccionan en un contexto social
donde la informacion estadistica estd presente cotidianamente, en la prensa, los medios de
comunicacion, en internet, en las aulas, etc. En este contexto, la habilidad de analizar,
interpretar y comunicar informacion desde los datos disponibles, son instrumentos necesarios
para poder comprender los datos y ser capaces de darle sentido y utilidad en su intervencion
como ciudadano. Nuestros estudiantes, no sélo aprenden en el ambito escolar, su interaccion
con el medio es una parte vital de su desarrollo, en €l encuentran informacion significativa y la
escuela les debe capacitar para poder utilizarla adecuadamente.

En este contexto y desde el objetivo de conseguir ciudadanos formados y con capacidad de
intervenir en las situaciones a las que ha de enfrentarse cotidianamente, una las competencias
basicas a desarrollar por los alumnos de los diferentes niveles es la alfabetizacion estadistica
(Gal, 2005); es decir, la capacidad para analizar, interpretar y comunicar la informacion a partir
de los datos extraidos de las situaciones del entorno. Gran parte de esas situaciones estan
afectadas por la incertidumbre y las decisiones que en ellas se han de tomar se apoyan en una
interpretacion e inferencia adecuada desde informaciones de caracter estocéstico. La educacion
estadistica necesita de ambientes de aprendizaje activos que a través de la indagacion y el
debate, permitan elaborar un conocimiento relevante y significativo de conceptos y
procedimientos implicados.

Para ello es necesario impregnar la ensefianza de la estocastica de estrategias activas de
aprendizaje, en relacion directa con el uso de datos reales, con el fin de que los estudiantes
adquieran una verdadera comprension conceptual de los conceptos estadisticos y probabilisticos
implicados en sus actuaciones (Batanero y Diaz, 2011).

El conocimiento estadistico no puede ser comprendido separado de su contexto de
aplicacidn, ni aplicado Unicamente a problemas abstractos que no se encuentran en la vida real.
Las ideas y procedimientos estocésticos han de ser presentados de forma contextualizada. La
alfabetizacién estadistica se incentiva en el trabajo con propuestas ligadas a la experiencia
directa de los alumnos (Watson, 2011).

En nuestra propuesta hemos optado por trabajar con la presentacion del contenido
estadistico a través de escenarios. Se trata de presentar escenarios o situaciones globales que
permitan el desarrollo de la las diferentes fases de un estudio estadistico: planteamiento de un
problema, decisién sobre los datos a recoger, recogida y analisis de datos, obtencién de
conclusiones sobre el problema planteado, previsiones, toma de decisiones, etc. Estos disefios
“teatralizados” de la realidad, para ponerlos en juego en el “teatro del aula”, es una forma
coherente con la necesidad de acercar el conocimiento cotidiano y lograr que sean, las visiones
usuales de los alumnos, las que se pongan en tela de juicio para hacerlas evolucionar hacia
visones mas complejizadoras de la realidad, conectando su conocimiento cotidiano con este
saber escolar. Los casos seran representaciones organizadas didacticamente con un guién para
guiar la reflexion e indagacion del alumno, inicialmente para su atencién individualizada y
posteriormente con ciertas pautas para el trabajo cooperativo (Cardefioso y Serradd, 2006).

La eleccion de una propuesta didactica basada en situaciones socio-contextuales cercanas a
los alumnos, favorece que sean mas capaces de relacionar significativamente la nueva
informacidn que si trabajan en contextos que no les son familiares.

En este sentido, entendemos por escenario una representacion organizada por el educador,
alrededor de un tema significativo en la vida del alumno, que sea socialmente relevante. Estos
escenarios deben estar organizados y desarrollados didacticamente por el profesor. Para ello, los
escenarios disefiados en el proyecto por el equipo de formadores, deben ser sometidos a un
analisis previo que permita al profesor adaptarlo a su aula y guiar la actividad, la reflexién e
indagacion del alumno, con pautas de actuacion individualizada y cooperativas, para permitir a
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los mismos poner en juego sus propias visiones del problema, contrastarlas con las de sus
compafieros y hacerlas evolucionar hacia visones mas complejas de la realidad.

Este tipo de propuesta de trabajo supone un reto para los alumnos, acostumbrados a trabajar
con problemas aislados, el trabajo con y desde escenarios o proyectos, implica la existencia de
diferentes procedimientos y soluciones adecuadas que suelen estar relacionados con diversos
contenidos (Batanero y Diaz, 2004; Cardefioso y Serrado, 2006; Vega, Cardefioso y Azcarate,
2011). Pero no so6lo es un reto para los alumnos, también lo es para el profesor que debe
aprender a moverse en el método y razonamiento estadistico sobre el que tienen pocos
referentes tedricos y practicos (Meletiou-Mavrotheris, 2007a; Azcérate y Cardefioso, 2011).

De hecho, uno de esos factores que facilitan el desarrollo de esas capacidades en los
alumnos es la propia capacidad del docente de adaptar los contenidos de ensefianza al nivel de
conocimiento de los alumnos, y disefiar su presentacion en el aula en contextos cercanos a su
vida cotidiana que de sentido al conocimiento que estan tratando, acordes con sus intereses y
sus formas de conocer. Situaciones que permitan establecer la relevancia y significado de los
conceptos estadisticos, basados en el estudio de casos o escenarios concretos (Barab et al., 2001;
GAISE, 2005; Vega, 2012).

2. Los profesores ante el reto de la educacion estadistica

El trabajo con propuestas de esta naturaleza supone problemas de gestién en el aula,
promueve el trabajo en grupos y la perspectiva socio cultural en el aula. Supone por tanto, la
interaccion entre el trabajo individual del alumno y el cooperativo, orientado hacia el
aprendizaje comprensivo de conceptos, de procedimientos de busqueda y recogida de
informacidn, de reduccién y procesamiento de datos, de representacion grafica y tabulares; en
definitiva, de la necesaria ejercitacion de procedimientos y técnicas de célculo y la mejora en las
capacidades de analisis, argumentacion, formulacidn de conjeturas y creatividad de sus alumnos
y, la adecuada organizacion de la informacion para su comunicacién (Lipsony Kokonis, 2005).

Desde diferentes estudios realizados por nuestro grupos de investigacion, hemos obtenido
claras evidencias de investigacion acerca de la pobre comprensién de estos conocimientos que
disponen tanto los profesores en formacion (Azcarate, 1996; Moreno, Cardefioso y Gonzélez-
Garcia, 2014; 2014a), como en activo (Cardefioso, 2001). Esta dificultad proviene, como ya
hemos indicado, tanto de una formacion insuficiente para ensefiar estos conceptos, la mayoria
de las veces carecen de referentes practicos de caracter innovador que apoyen propuestas de
cambio, como del apropia visién tradicional de las matematicas (Serradd; Azcérate y
Cardefioso, 2005; 2006; Meletiou-Mavrotheris, 2007a; Azcérate y Cardefioso, 2011).

Por coherencia entre lo que se propugna para las aulas de educacion obligatoria, las
estrategias metodoldgicas usadas en los proceso de formacidn deben responder a los mismos
principios. Por ello, la evolucion del conocimiento profesional en relacion con la educacion
estadistica implica, poner al profesor en situacion de cuestionar sus ideas, probar nuevas
estrategias y evaluarlas. Desde nuestra perspectiva, todo proceso formativo implica la reflexion
intencionada sobre el conocimiento profesional del docente, desde tres perspectivas (Azcarate,
1999):

e Epistemoldgica: el dominio y comprension conceptual y didéctica del contenido.

e Cognitiva: la comprension del aprendizaje estadistico y formas de promoverlo.

e Préactica: el desarrollo de las competencias y estrategias de intervencion en las aulas.

En esta linea, el proceso formativo disefiado en el proyecto EarlyStatistics, se enmarcaba en
torno a la reflexién sobre estos principios que se concret6 en el estudio de los tres grandes
ambitos de conocimientos:
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e Relacionados con el contenido: Andlisis la naturaleza del conocimiento estadistico;
Anadlisis y reflexion sobre los conceptos fundamentales en la probabilidad y la estadistica;
Andlisis didactico y problemas historicos; Andlisis de planes de estudios; Analisis de los
criterios de seleccion y organizacion de los conocimiento para los alumnos, y seleccion
de herramientas para trabajar con los alumnos.

¢ Relacionados con el aprendizaje de la estadistica: Analisis de como los alumnos
aprenden estadisticas y probabilidad; Andlisis y reflexion sobre la literatura de la
investigacion; Analisis sobre el papel de herramientas tecnoldgicas en el aprendizaje del
alumno; Anélisis de la organizacion del proceso de ensefianza y aprendizaje.

e Relacionados con los procesos de intervencion: Disefio personal del plan de intervencion
en su aula; Desarrollo en el aula; Evaluacion y reflexién del proceso.

Para responder a los diferentes principios sefialados, se elabord un compleja estructura
metodoldgica que ayudara al profesor a explicitar y explicar sus propias ideas, dar sentido a las
nuevas y, establecer conexiones significativas y pertinentes entre ellas. Como podemos observar
en el Gréfico 1, que representa la estructura del programa formativo, se organiz6 en diferentes
ciclos que reflejan a su vez una composicion evolutiva determinada por los problemas précticos
que se han de abordar en relacién con los tres referentes indicados: “El conocimiento "de" y
"sobre" la estadistica”; “El conocimiento sobre el aprendizaje y al ensefianza del conocimiento
estadistico”; “El conocimiento practico profesional”.

Una parte muy importante del proceso formativo es la puesta en practica en sus aulas de
algunos de los escenarios disefiados y la posterior evaluacion de su implementacion, que
permitio, en ultima instancia, reflexionar sobre la potencialidad del cambio de estrategias.
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Graéfico 1.- Estructura del programa formativo
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En cada ciclo formativo-reflexivo, a través de la secuencia reflejada en el Gréfico 2, se va
introduciendo al profesor en procesos de analisis y reflexion sobre sus ideas y sus practicas.

Fruto de este plan de formacion, donde cada profesor seleccionaba uno de los escenarios
disefiados previamente por el equipo de formadores/investigadores del proyecto Comenius y los
adecua a sus circunstancias concretas de su ensefianza. Los escenarios de aprendizaje, como
propuestas orientadas a la ensefianza y aprendizaje del conocimiento estadistico, no estan
organizados segun un criterio disciplinar, sino que estdn organizados segln los diferentes
interrogantes, situaciones, problemas, y actividades vinculadas a problemas de interés para los
estudiantes, lo cual, ya en si mismo y es un reto para el profesorado.

La reflexion sobre el uso de escenarios socio-contextualizados y su incidencia en el
aprendizaje de sus alumnos, favorece que los profesores sean conscientes del cambio que ello
implica en su papel en el aula. Los profesores consideran que estas nuevas perspectivas de
actuacion en el aula necesitan de un conocimiento profesional que integran otras competencias
profesionales. Estas estrategias formativas ayudan a los profesores y les motivara para intentar
hacer el dificil salto de actividades de desarrollo profesional a practica de aula (Huberman,
2001).
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3. Los escenarios de aprendizaje. Caracteristicas e implementacion

La propuesta educativa se concreta en la "Realizacidn de un estudio estadistico™ que parte
de diferentes problematicas o situaciones y, que cada profesor, debera adaptar a su realidad de
aula y sus estudiantes e intereses. Realizar el estudio de los diferentes escenarios permite
facilitar una "vison general" de la estadistica, reflejando el paso por las cuatro etapas del
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proceso de resolucion de problemas en estadistica: plantear la cuestién, la recogida de datos, el
analisis de datos y la interpretacion de los resultados. Ello permite profundizar en el
conocimiento estadistico y sirve como referente para nuevas situaciones de aprendizaje.

A continuacion en la Tabla 1 se recogen los diferentes escenarios disefiados, los conceptos
que estaban implicados en su desarrollo y los procedimientos que se podian poner en juego,
para su trabajo en el aula.

Tabla 1. Escenarios, conceptos y problematicas asociadas

ESCENARIO CONCEPTOS SUBPROBLEMAS Y PROCEDIMIENTOS A
ESTADISTICOS PONER EN JUEGO EN SU DESARROLLO

¢Nos conocemos? | Variable Presentacidon del ejemplo

¢ Qué saben mis Frecuencia Recoleccién de los datos.

compafieros de Diagramas Anaélisis y presentacion de los resultados a los

mi? compafieros.

¢ Cuénto pesa tu Variable Investigacion antes de recoger informacién sobre

mochila? Poblacion el peso adecuado de una mochila.
Muestra ¢Cual sera la muestra?,Cémo podemos recoger
Recogida de datos datos? ;Qué clase de tablas podemos construir?
Representacion Presentar algunas preguntas para interpretar los

datos obtenidos:
¢Qué libro es el mas transportado? ;Qué dia
llevas mas libros?

¢Vemos mucha Variable Presentacion.

Television? Frecuencia Recoleccién de datos individual en casa.
Media Tratamiento de los datos.
Gréficos ¢ Qué tipo de programas ves?;En qué momentos?

¢Cémo puedes tabular la informaciéon? ¢Cémo
analizar los datos: media, y diagramas

¢Cémo los podemos representar? ;Qué clase de
graficos podemos usar? Presentacion de
resultados.

Interpretacion:

¢Cual es el programa mas visto cada dia de la
semana? ¢;Cuantas horas pasan los estudiantes
mirando la tv? ¢(Cual es la diferencia entre la
moda y la media, qué debemos hacer con los
valores extremos? ;Cémo podemos extrapolar
datos a toda la escuela?

¢Cudles son los Poblacién Introduccion a la tematica a investigar
habitos Muestra Exploracion inicial en grupo sobre los problemas
alimenticios de Encuestas alimenticios.
los alumnos de Frecuencia absoluta, Construccion de un cuestionario: ¢ Qué aspectos
nuestra escuela? acumulada y hay relacionados con los habitos alimenticios?
relativa. ¢ COmo se debe elaborar una encuesta?
Probabilidad ¢A quién se debe preguntar? ¢ Cuanto dinero
necesitaremos? ;Cémo vamos a recoger los
datos?

Analisis de los datos. ;Como los analizaremos?
Reflexién sobre los datos obtenidos
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¢Cémo pasan el Muestra Introduccion a la temética a investigar
tiempo libre tus Poblacién ¢ Qué aspectos hay relacionados con los habitos
compafieros? Encuestas de ocio?

Graficos ¢ Como se debe elaborar una encuesta?

¢A quién se debe preguntar? ¢ Cuanto dinero
necesitaremos? ;,Como vamos a recoger los
datos? ;Cémo los analizaremos? ;Como los
representamos e interpretamos?

¢Puedo adivinar Fenémeno Actividad de motivacion para el analisis de las

qué idioma esta Poblacién concepciones sobre el caracter determinantico de

hablando mi Variables y muestras | las muestras.

amigo con s6lo aleatorias Célculo, analisis y representacion de las

contar las Frecuencia absoluta tendencias de aparicién de cada vocal.

vocales? y relativa Andlisis del significado de estabilidad de las
Poligonal frecuencias relativas, y probabilidad.
Probabilidad Autoevaluacién de la actividad.

Antes de seleccionar los escenarios es necesario que el profesor realice un analisis detallado
de los escenarios disefiados y decida, cual es el mas adecuado para su aula, en funcién de sus
finalidades, de sus alumnos y del momento educativo dénde se encuentre. Ello le permite poder
orientar los debates y decisiones de sus alumnos a la hora de decidir qué problemas van abordar
y como los van a resolver y comunicar.

Por ello es importante, la reflexién profesional, sobre el propio escenario y las
informaciones que aporta para la educacion estadistica de los estudiantes, para lo que es
necesario analizar posibles cuestiones relacionadas con los diferentes elementos que
condicionan y caracterizan el proceso de ensefianza y aprendizaje, como son los contenidos, las
ideas de los estudiantes sobre los diversos conocimientos implicados en el desarrollo de un
determinado escenario, y la propia propuesta de desarrollo del escenario, caracterizadas por el
tipo de actividades, las estrategias y el proceso de regulacion que demanda.

En relacion con cada uno de ellos y de sus interacciones, se plantean maltiples aspectos
sobre los que el profesor debe analizar y reflexionar sobre las problematicas asociadas a su
puesta en juego en el aula. En las siguientes lineas indicamos algunos de dichos interrogantes:

En relacion con los contenidos propuestos en el escenario
. ¢ Qué conocimientos estan implicados?

o ¢ Como se han organizado y presentado?

. ¢ Qué relaciones hay entre ellos?

) ¢ Qué fuentes de informacion se han utilizado para su seleccion?

. ¢ Cuales han sido los criterios de selecciéon?

o ¢Con qué grado de profundidad y extension se han formulado?

. ¢ Qué otras situaciones del entorno del alumno estan relacionadas con estos
conocimientos?

° Etc.

A la hora de seleccionar un escenario es necesario disponer de una imagen de los diferentes
conocimientos estadisticos sobre los que queremos trabajar y, la relacion entre ellos, para
seleccionar y adaptar el desarrollo del escenario, al nivel educativo en el que el profesor esta
trabajando, factor determinante para su desarrollo. Por ejemplo, una imagen global de los
conocimientos implicados en un estudio estadistico estan reflejados en el Grafico 3.
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En relacion con las ideas de los alumnos sobre los contenidos que se han propuesto en el
escenario disefiado,

e  (Qué dificultades pueden tener los alumnos en su realizacion?

e ;Cbmo saber lo que los alumnos saben sobre estos topicos matematicos?
e ;Son las ideas de los alumnos serdn coherentes, arbitrarias, consistentes, etc.?
e ;Cbmo y cuando detectar las ideas de partida de los alumnos?
e  ;Cbmo pueden ser utilizadas en el aula?
e FEtc.
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En relacion con la propuesta de desarrollo del escenario, reflexionar sobre
o ;Qué tipo de actividades y tareas se han propuesto?

¢ Cuél es el eje que orienta la secuencia de actividades?

¢Hay diferentes momentos tiene dicha secuencia?

¢ QuEé recursos se proponen utilizar en su desarrollo?

¢ Qué tipo de tareas se le demandan al estudiante?

¢Como se incentiva su implicacion?
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e /CAmo se puede organizar el espacio y el tiempo?

e Qué procedimientos, instrumentos utiliza para hacer un seguimiento del
aprendizaje?

o (Qué criterios utiliza para regular y evaluar el proceso de E/A?

o FEtc.

Con estos datos es posible comenzar la preparacion de la experiencia innovadora de
ensefianza que se ha de implementar en el aula con los estudiantes. Para su puesta en juego en
el aula eficazmente, es muy importante que todos los involucrados o interesados tengan claridad
sobre los objetivos, para que el escenarios se planee y complete de manera efectiva.

Tanto el docente, como el estudiante, cada uno a su nivel, deben conocer y hacer una
planificacion que explique los elementos esenciales del desarrollo del escenario y las
expectativas respecto a este, que debe contener elementos como los siguientes: Situacion o
problema; Descripcion y propoésito del escenario; Especificaciones de las actividades; Listado
de los participantes en el escenario y de los roles que se les asignaron; Evaluacion.

Para tomar las decisiones adecuadas ante cada uno de los pasos a dar, el profesor ha de ir
orientando las reflexiones de los estudiantes, planteando preguntas y cuestionando sus
decisiones, una vez seleccionada la teméatica y el problema a abordar mediante el estudio
estadistico.

Un aspecto muy importante es el seguimiento del proceso educativo que, para un proceso de
esta naturaleza un elemento significativo es el portafolio. Dicho instrumento puede ser usado
para comprender el proceso de aprendizaje, devolviendo al aprendiz cuestiones para mejorar su
aportacion. También le vale al docente para examinar los productos del aprendizaje al final del
proceso, puesto que asi sirve, a su vez, como instrumento basico de evaluacion (Cardefioso,
2006). Segun Kelly y Lesh (2000), este sistema global de valoracion, es una estrategia idonea de
seguimiento evaluativo en la educacion matematica de calidad.

4. Ejemplificaciones de desarrollo de un escenario

Aqui hacemos una breve ejemplificacion de algunos de los aspectos fundamentales
implicados en el desarrollo de cualquier escenario a través de la presentacion de uno de los
escenarios socio-contextualizados disefiados. En el disefio se van planteando las preguntas y
actividades que pueden incitar la reflexion y el aprendizaje de algunas de las nociones
implicadas en un estudio estadistico, que es donde se centra este escenario y sobre las que el
estudiante debe trabajar. El escenario seleccionado es: ¢ Cuanto pesa tu mochila escolar?

4.1. Comienzo del estudio. Primeras decisiones.

Este escenario se orienta al estudio de algunas nociones estadisticas como Variable,
Poblacion, Muestra, Recogida de datos y Representacion. La idea es que a traves de dar
respuestas a las cuestiones plantadas el estudiantes vaya integrando y dando sentido al
conocimiento estadistico. El papel del profesor, una vez seleccionado y adaptado el escenario a
su realidad, es ir orientando al estudiante en la basqueda de respuesta y en su formalizacion.

Introduccion de la situacion

Muchos estudiantes tienen problemas de espalda. Los médicos creen que estos problemas
son causados por gran peso de la mochila que suelen llevar los estudiantes. A veces también
influye la forma en que llevan sus mochilas los estudiantes. En este escenario, a partir del
interrogante planteado, los estudiantes recopilan datos y decidiran sobre el peso de sus mochilas
escolares y su posible influencia. A lo largo del proceso de estudio se ponen en funcionamiento
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una gran cantidad de conocimientos estocasticos, la toma de decisiones permitira al docente ir
proponiendo actividades y presentando interrogantes que orienten a los alumnos y les incite a
cuestionar sus decisiones.

Piensa sobre qué informacidon esperas encontrar
e  ;Cuantos kilogramos crees que pesara en promedio las mochilas de los estudiantes?
o ;Qué estudiantes crees que suelen llevar mochilas mas pesadas? Explica tu
respuesta.
o  ;Crees que los nifios llevan mochilas méas pesadas que las nifias?
Investigacion antes de la recogida de datos
o ¢Cuénto puede ser de pesada una mochila para no dafarte?
o ¢Crees que algunos estudiantes pueden llevar con seguridad mochilas mas pesadas
que otros estudiantes?
o Los médicos recomiendan que una mochila de un estudiante no debe pesar mas de
un 15% de su peso corporal.
- ¢Cual es el mayor peso que puede tener la mochila para un estudiante que pesa
30 kilos?
- ¢Cudl es el mayor peso que puede tener la mochila para un estudiante que pesa
40 kilos?

¢A quién puedes o debes preguntar?;Cual serd tu muestra?
o ¢Vas a preguntar a todos los alumnos de su escuela?
o Decidir que estudiantes seran tu muestra.
o Tu muestra ha de ser representativa. ¢Qué significa?

Este es uno de los conceptos de mayor dificultad de integrar, sobre todo su implicacion en
los resultados y en su interpretacién. Por ejemplo, en este caso en funcion de la investigacién
planteada, se puede analizar como la poblacion y a muestra son diferentes pero estan
relacionadas. Para ello se puede proponer a los estudiantes reflexionar y cuestionar la idea de
poblacién, matizar el significado del concepto de poblacién en Estadistica para poder decidir
cudl es la poblacién en este estudio y se pueden proponer realizar actividades como:

- Buscad en libros o en internet el significado de poblacion en Estadistica.

- Analiza cémo deberiamos reformular la pregunta de la investigacién para que la
poblacién de estudio fuesen todos los adolescentes de nuestro pais, los adolescentes
de Europa.

- Buscad en periodicos o revistas (en papel o digitales) la presentacion de los
resultados de una investigacion estadistica y describid cual es la poblacién de
estudio.

- ¢Os informa el periddico o la revista sobre la cantidad de personas u objetos
estudiados a las que se ha preguntado para poder sacar las conclusiones sobre la
investigacion o estudio estadistico?

En la misma linea se pueden plantear diferentes cuestiones que promuevan la reflexion
sobre el significado de la muestra que se selecciona en todo estudio estadistico. Por ejemplo, si
se considera como poblacidn los estudiantes del centro educativo, se tendré que decidir a quién
preguntar y reflexionar sobre algunos aspectos relacionados con los criterios que nos darian una
mayor confianza a la hora de establecer los resultados de la encuesta que se ha planteado.

- Plantear propuestas sobre como se pueden elegir a los sujetos de la muestra.

0 Sdlo le preguntamos a los alumnos que vienen un dia al colegio.
o0 Solo le preguntamos a los alumnos mas pequefios.
0 Sélo le preguntamos a las chicas.
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0 Sdlo le preguntamos a los 100 primeros alumnos que llegan al colegio.
Buscar informacién en libros o internet sobre los muestreos estadisticos:

0 ¢Qué tipos de muestreos existen?

0 ¢Que diferencias existen sobre cada tipo de muestreo?

o0 ¢Qué dificultades existen para poder llevar a cabo cada uno de los tipos de

muestreo?

Exponer esta informacion en el aula y decidid cual va a ser la estrategia para
configurar la muestra del estudio.

4.2. Proceso de obtencién datos. Elaboracion de un cuestionario

El siguiente paso es decidir qué datos se han de obtener y como. Los siguientes
interrogantes y actividades van dirigidos a obtener respuestas a dichas cuestiones.

¢COmo va a recoger sus datos?

¢Qué tipo de cuestionario necesitas?( preguntas abiertas/cerradas)
¢Ddnde recogeras los datos?

¢ Cuando recabaras los datos?

¢ Cual seréa el costo de este estudio?

¢ COmo vas a obtener ese dinero?

¢Necesitas obtener un permiso para recoger estos datos?

Un proceso decisivo para la realizacién de cualquier encuesta y toma de datos es la
elaboracion del cuestionario La elaboracion del mismo no siempre es facil, ya que se han de
tener en consideracion diferentes aspectos, que pasamos a analizar:

La primera decision es si vamos a considerar preguntas cerradas o abiertas. La pregunta
cerrada consiste en proporcionar al sujeto observado una serie de opciones para que escoja una
como respuesta. La pregunta abierta consiste en dejar totalmente libre al sujeto observado para
expresarse, segin convenga. Se proponen una serie de cuestiones que permitan reflexionar al
estudiante sobre los tipos de formulaciones posibles y los tipos de datos que obtenemos en cada

Caso:

Piensa en una pregunta cerrada y sus posibles respuestas.

Piensa en una pregunta abierta y sus posibles respuestas.

Reflexiona sobre las dificultades al responder las preguntas abiertas y cerradas.
Reflexiona sobre las dificultades al analizar las preguntas abiertas y cerradas.
Analiza la adecuacioén de las preguntas a tu problema de estudio.

Este analisis, a su vez requiere de la reflexion sobre diferentes aspectos y plantearse diversa
cuestiones para tomar decisiones como:

Decisiones sobre el contenido de las preguntas:

¢ Es necesaria la pregunta? ¢ Sera util?

¢Se necesitan varias preguntas sobre esta cuestion?

¢Cuentan los estudiantes con la informacion necesaria para contestar la pregunta?
¢Necesita la pregunta ser mas concreta, especifica e intimamente ligada con
la experiencia personal del informante?

¢ Esté el contenido de la pregunta libre de concreciones falsas?

¢Expresan las preguntas datos generales o especificos?

¢Daran los informantes la informacidn que se les pide? ¢Es muy personal?

Etc.
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Decisiones sobre la redaccion de las preguntas:

¢Se puede malinterpretar la pregunta?;Es clara?

¢Es engafiosa la pregunta?

¢ Estéa cargada emocionalmente o inclinada hacia un tipo particular de contestacion?
¢Produciria mejores resultados una redaccion mas personalizada de la pregunta?
¢Puede preguntarse mejor la cuestion, de manera mas directa 0 mas indirecta?

Etc.

Decisiones sobre la forma de respuesta de la pregunta:

¢Puede contestarse mejor la pregunta con un impreso que exija la contestacion por
una marca (o contestacion corta de una o dos palabras, 0 un nimero), de respuesta
libre o por una marca con aclaraciones?

Si se usa la contestacion por una marca, ¢cuél es el mejor tipo de cuestion: dos
opciones Si/NO; de eleccion mltiple; en escala?

Si se usa una lista de comprobacion, ¢Es de una longitud razonable? (Es la
redaccion de los items imparcial y equilibrada?

¢Es facil, definida, uniforme y adecuada para la finalidad, la forma de respuesta?
Etc.

Decisiones sobre la ubicacién de la pregunta en la secuencia:

¢Puede verse influida por el contenido de las cuestiones precedentes la contestacion
a la pregunta?

¢Esta dirigida la pregunta en una forma natural? ¢(Estd en correcto orden
psicoldgico?

¢Aparece la pregunta demasiado pronto o demasiado tarde desde el punto de vista
de despertar interés y recibir la atencién suficiente?

Etc.

¢ Cual va a ser el coste de llevar a cabo la encuesta?
No es un aspecto menor que hay que analizar y sobre el que hay que tomar decisiones. Si es
una encuesta impresa habra que hacer el calculo en funcion de la muestra seleccionada.

¢ Cuantas fotocopias necesitamos?

¢ Cuanto cuesta hacer cada una de las fotocopias?

¢ Cuanto dinero vamos a gastar en fotocopias para los alumnos de la muestra?
¢COmo vamos a conseguir este dinero?

Etc.

4.3. Tratamiento de datos y Presentacion de resultados

Es necesario plantearse queé otros aspectos hay que considerar hasta la presentacion de
resultados. Ya hemos decidido a quién preguntar, pero hay que considerar otras cuestiones
practicas, para el desarrollo de la encuesta, su tabulacion, procesamiento, andlisis y la
presentacion de los resultados. Habra que prever permisos, proveer de procedimientos, pensar
condiciones a “imponer” tanto al trabajo posterior de los alumnos, como a la situacion y soporte
de la comunicacidn de resultados.
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¢ Cual va a ser el proceso de recoleccién de datos?

Para pasar la encuesta a la nuestra seleccionada se ha de organizar el proceso de recoleccion
de datos. Hay cuestiones que debatir y acordar como:

o (Es necesario pasar la encuesta el mismo dia? ;Y a la misma hora?

¢ Cuéles seran los dias y horas adecuados?
¢ Debemaos explicarles a los alumnos la finalidad de la encuesta?
¢ Debemos explicarles a los alumnos la forma de responder la encuesta?
¢ Es necesario que primero la respondamos nosotros para saber qué dudas surgen?
¢Quién le pide permiso al Director del colegio para pasar la encuesta?
¢Quién le pide permiso a los profesores para pasar la encuesta a los alumnos?
Etc.

Una vez obtenidos todos los datos hay que decidir qué hacer con ellos, como se agrupan,
coémo se presentan, etc. Es claro que la forma de agruparlos dependera de la muestra y de la
informacién que queramos obtener, y por tanto ha de ser objeto de debate.

¢ COmo agrupar los datos?
e ;Qué tipo de informacion queréis obtener y como la clasificariais?
e ;Nos interesan datos como las clases, edad, sexo?
e ;Qué otro criterios podriamos utilizar?
o FEftc.

¢ Como presentar la informacion y las conclusiones?

Una vez que tenemos los datos agrupados y organizados hemos de decidir como
presentarlos, a traves de tablas, de gréficos (cuéles son los més adecuados?, una buena
presentacidn nos ayudara a tomar decisiones y llegar conclusiones.

¢A quién se los presentamos?

Serd interesante, para la autoestima y la mejora de los resultados, que estos ultimos pasos
sean lo mas publicos posibles, como al centro, o0 a otros cursos, o a las familias o hasta haciendo
un concurso de Posters “cientificos”. Serd interesante, antes de ello, decidir los soportes
legitimados, en consonancia con el esfuerzo, el tiempo, la edad y el contexto de comunicacion
elegidos.

En definitiva, a través de este proceso hemos puesto en juego un gran nimero de nociones y
procedimientos estadistico vinculados a un contexto que le han dado sentido al estudiante y una
toma de decisiones que puede promover adecuadamente tanto el desarrollo profesional del
docente como la formacion estadistica de los estudiantes.

5. Analisis y evaluacion del proceso educativo

Una vez que el proceso educativo se ha desarrollado y se ha completado la implementacion
del escenario, de cara al profesor y a su propio desarrollo profesional, es necesario realizar un
proceso de andlisis sobre lo ocurrido que permita detectar la potencialidad del proceso y las
debilidades que se han podido presentar. Dos aspectos fundamentales para la evaluacion de la
experiencia de ensefianza es analizar su relacion con el propio aprendizaje de los con el propio
escenario y su desarrollo, asi:
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En relacion con el aprendizaje de los alumnos

e :Ha habido una conexién entre las propuestas de la actividad y los intereses de los
estudiantes?

e (Qué actividades han causado los mayores dificultades conceptuales para los
estudiantes durante su implementacion?

e ;Crees que los conceptos estadisticos introducidos durante la intervencién eran
demasiado dificiles para los estudiantes? ;Como podemos gestionar para que sean
mas féaciles y més accesibles a ellos?

En relacién con la evaluacion de la experimentacion del escenario

Esta evaluacion del proceso es de vital importancia de cara al desarrollo y mejora del disefio
del escenario. Para dicha evaluacion es necesario centrarse tanto en los aspectos relacionados
con el conocimiento, no el proceso de aprendizaje y con el proceso de ensefianza. En cada caso
el docente debera plantearse una serie de interrogantes que le pueden permitir configurar una
imagen global del proceso y de los puntos negativos y positivos relacionados con esta forma de
presentar los conocimientos estadisticos en el aula (Azcéarate y Cardefioso, 2011)

Sobre aspectos epistemoldgicos.

Con respecto al conocimiento, nos interesa reflexionar sobre su seleccion y organizacion y
sobre si las formas de presentacion han permitido y facilitado la implicacién de los alumnos en
su proceso de aprendizaje

e Ha sido apropiada la formulacién y la presentacion de los contenidos, en funcién
de los alumnos?

o /Hemos tenido alumnos con diferentes niveles de comprension del conocimiento?
¢Cémo hemos trabajado con ellos?

e ;Este conocimiento ha sido dificil para los alumnos? ;Cémo podemos hacerlo méas
facil y accesible? ¢ Qué nivel de dificultad es adecuada para el alumno de este nivel?

e ;Qué aspectos del conocimiento me han resultado con mayor dificultad para su
tratamiento en el aula?

Sobre los aspectos de aprendizaje.

Otro de los aspectos basicos a analizar son los relacionados con el aprendizaje de los
alumnos, la conexién con sus intereses y la interpretacion de sus producciones, para conseguir
una mayor implicacion en su aprendizaje y un mayor interés por el conocimiento sobre el que
estan trabajando:

e ;Qué protagonismo han tenido los alumnos en el desarrollo de la propuesta?

e ;Hemos facilitado que a los nifios expresen sus opiniones y hallazgos?

e ;Han conectado las propuestas de actividad con los intereses de los alumnos?

e ;Qué actividades hemos detectado como de mayor dificultad de comprension o
realizacion?

e ;Qué dificultades hemos tenido para interpretar las ideas y producciones de los
alumnos?

Sobre los aspectos de la ensefianza.

El proceso de gestion del aula es un aspecto fundamental y que mayor influencia tiene en el
aprendizaje de los alumnos. Cada una de nuestras decisiones, gestos, palabras, influyen
directamente sobre la naturaleza de la actividad que el alumno realiza y, por tanto, sobre su
aprendizaje. En esta linea son multiples los aspectos sobre los que es interesante reflexionar,
aspectos como:
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e Cudl ha sido la logica de la secuencia de actividades? ;Se han implicado los
alumnos en su resolucion?

e /Cbdmo hemos organizado el espacio y el tiempo? ¢(Qué tipo de interacciones ha
promovido en el desarrollo de la actividad? ¢ha interaccionado con dicho
desarrollo?

e ;Qué clima de aula hemos promovido? ¢Cual hemos percibido? ¢Qué actuacion o
actuaciones nuestras lo han provocado?

e Como hemos dirigido la clase? ¢Hemos promovido la interaccion entre los
alumno?

e ;Qué tipo de discurso se ha empleado en el aula? ;Con qué tono de voz? ;Cuando
deberiamos haber estado callados?

e ;Qué hemos mirado, qué deberiamos haber mirado?

o Crees que ha influido el gesto con el que nos hemos dirigido a los alumnos?
i Como?
¢ Qué dificultades han encontrado en el desarrollo de la propuesta?

o (Queé dificultades has encontrado a la hora de evaluar el proceso? (Evaluacion
entendida en diferentes sentidos: valoracion, cuantificacion, y regulacion del
producto y del proceso)

e :Qué cambiarias la realizarla de nuevo?

En definitiva, ninguna innovacion lo es realmente si no se evalla, es necesario analizar su
desarrollo, tanto en lo positivo como en relacion con las problematicas que han surgido. Esta es
la Unica forma que una innovacién se incorpore a la docencia normal, e implique una evolucién
en el conocimiento y desarrollo profesional del docente. De hecho este ultimo ciclo del proceso
formativo es el mas potente y del mayor incidencia en el profesor y en el aula.

6. Conclusiones

Mantener a los estudiantes comprometidos y motivados constituye un gran reto incluso para
los docentes mas experimentados. Aunque es bastante dificil dar una receta que sirva para todos,
la investigacion evidencia que existen practicas que estimulan una mayor participacion de los
estudiantes. Estas practicas implican un trabajo mas retador y complejo; utilizar un enfoque
interdisciplinario y estimular el trabajo cooperativo. El aprendizaje en escenarios incorpora
estos principios.

Los procesos formativos y educativos organizados a través del uso de estos escenarios en
escuelas de Grecia, Chipre, Espafia permite obtener conclusiones sobre la organizacién de los
contenidos, el aprendizaje de los alumnos y el papel del profesor (Melitou, et al, 2006). Con
relacion al aprendizaje de los alumnos, este tipo de trabajo favorece el aprendizaje significativo
y relevante de los conocimientos y el desarrollo de su competencia estadistica al proponer una
actividad auténtica desde una propuesta de cognicion situada que facilita la construccién del
conocimiento estadistico desde actividades concretas vinculadas a situaciones reales (Vega,
Cardefioso y Azcérate, 2010). Y, en relacion con el profesor, como mediador del proceso de
ensefianza y aprendizaje, el proceso el permite adaptarse a las necesidades de cada alumno,
facilitar la interaccion entre alumnos y favorecer la formulacion de un conocimiento estadistico
atil, que no se quede en la mera actividad de célculo.

La enseflanza basada en escenarios es diferente; ES una estrategia educativa integral
(holistica), en lugar de ser un complemento. Este concepto se vuelve todavia mas valioso en la
sociedad actual en la que los maestros trabajan con grupos de nifios que tienen diferentes estilos
de aprendizaje, antecedentes culturales y niveles de habilidad. Un enfoque de ensefianza
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uniforme no ayuda a que todos los estudiantes alcancen estandares altos; mientras que uno
basado en escenarios, donde hay un proyecto de accion conjunta, permite construir fortalezas
individuales a los estudiantes y explorar sus areas de interés dentro del marco de un curriculo
establecido.

Es importante que los estudiantes encuentran los escenarios divertidos, motivadores y
retadores para que les inciten a desempefiar en ellos un papel activo tanto en su seleccién, como
en su planificacion y desarrollo (Challenge, 2000). Este enfoque motiva a los jovenes a aprender
porque les permite seleccionar temas que les interesan y que son importantes para sus vidas y
tiene significativos beneficios para su desarrollo: Aumenta la motivacion. Permite la conexion
entre el aprendizaje en la escuela y la realidad. Ofrece oportunidades de colaboracion para
construir conocimiento. Aumenta las habilidades sociales y de comunicacidn.

En las paginas precedentes, s6lo se ha presentado un esquema de uno de los escenarios
posibles a desarrollar con los alumnos que faciliten la construccion del conocimiento estadistico
y probabilistico desde edades tempranas. El uso de los diferentes escenarios en diversos
contexto nos permite obtener conclusiones sobre la organizacion de los contenidos, el
aprendizaje de los alumnos y el papel del profesor.

En definitiva, nos queda constancia, después de que dicho proyecto Comenius, diese lugar
a procesos de formacién profesional a través de la puesta en juego de escenarios en el aula y
efectuar su evaluacién (Serrado, Azcéarate y Cardefioso, 2009; Vega, 2013):

Con relacion a la organizacion de los contenidos, la realizacion de escenarios, proyectos,
investigaciones o resolucion de problemas basados en situaciones reales o simulados, cercanas a
la realidad cotidiana de los estudiantes, permite, en general, un tratamiento complejo, sistémico
y helicoidal de los contenidos, que se organizan como redes de conocimiento. Por lo tanto, estos
escenarios se pueden retomar en diferentes niveles educativos. Es importante que partan de
problemas cercanos a los estudiantes que, ademas de la construccién del conocimiento
estadistico y probabilistico, favoreceran el desarrollo de la competencia social y ciudadana
(MEC, 2007).
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Resumo

Neste artigo sdo discutidos aspetos que indicam que o feedback ¢ um importante
elemento que pode relacionar 0s objetivos pedagdgicos dos professores com as
necessidades de aprendizagem dos estudantes. Para ilustrar a discussdo sao
analisados trechos de didlogos entre professores e duplas de estudantes de estudos
que investigaram elementos do ensino de Estatistica no ambito do uso do Software
TinkerPlots. A discussdo motivada por este artigo sugere que o feedback dos
professores que ensinam Estatistica pode influenciar a rela¢do dos alunos com estes
conteudos curriculares. Os elementos discutidos neste artigo sugerem ainda
questdes a serem investigadas em pesquisas que abordem de maneira mais
especifica os processos de feedback em situacfes de ensino de Estatistica.

Palavras-chave: Literacia Estatistica, Educacéo Estatistica, Feedback

1. Introducéo

Nas décadas de 1980 e 1990, a Estatistica foi incluida como tdpico do curriculo para
educacédo basica em diversos paises. Um principal argumento para a implantacdo da Estatistica
como contetdo de ensino desde os primeiros anos foi o fato de que s&o diversas as situacdes
cotidianas para as quais as pessoas necessitam compreender aspetos da Estatistica (Monteiro,
2005). Cada vez mais nas sociedades contemporaneas os cidaddos se relacionam com
indicadores numéricos, sendo necessario possuir conhecimentos que o0s ajudem a compreender
os significados desses indices e 0s processos pelos quais sdo gerados. Ter conhecimentos de
Estatistica tornou-se entdo uma inevitabilidade para exercer uma cidadania critica, reflexiva e
participativa, tanto em decisdes individuais como coletivas (Carvalho & Solomon, 2012).

No inicio do século XXI, diversos paises ampliaram o acesso a escolarizacdo basica
(Oliveira, 2007). Assim, a Matematica tem sido ensinada para um maior nimero de pessoas,
ocorrendo um processo de massificacdo do ensino de Matematica enquanto disciplina escolar
(Adler, Ball, Krainer, Lin & Novotna, 2005). Uma vez que os conteidos de Estatistica sdo em
geral topicos do curriculo escolar de Matematica, também estad havendo um maior acesso a tais
contetdos. Se por um lado, a massificacdo do ensino de Matematica e Estatistica pode
apresentar aspetos positivos, pois torna acessiveis conteddos curriculares para um crescente
nimero de pessoas, por outro lado esse processo demanda niveis de qualidade da formacdo
docente e das condicBes pedagdgicas.

lTrabalho realizado no ambito do Projeto Feedback, Identidade e Trajetérias Escolares apoiado pela FCT - Fundagéo para a Ciéncia
e Tecnologia de Portugal [PTDC/CPE-PEC/121238/2010] e do Projeto de Pds-Doutoramento do segundo autor apoiado pela
CAPES - Coordenagéo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior, do Brasil.

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea 'y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 87-98). Granada, 2015.
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Ainley e Monteiro (2008) discutem aspetos das diferencas entre o que se planea e o que
implementa em termos de curriculo de Estatistica para os primeiros anos de escolaridade.
Aqueles autores afirmam que apesar dos responsadveis pela elaboracdo dos curriculos
enfatizarem a participacdo ativa dos estudantes na construcdo dos conhecimentos, ndo had uma
especificacdo clara nos documentos de como os professores poderiam desenvolver tal
abordagem. Por exemplo, Ainley e Monteiro afirmam que tanto no curriculo da Inglaterra como
no do Brasil, vigentes no ano de 2008, havia uma tentativa dos elaboradores em enfatizar a
resolucdo de problemas e o processo investigativo como ideias principais subjacentes. No
entanto, esses objetivos tdo gerais constituem-se em grandes desafios para os professores dos
primeiros anos que podem, eles préprios ter pouco conhecimento aprofundado sobre ideias
estatisticas, e que, portanto, precisam contar com materiais de apoio mais detalhados (ex. livros
didaticos, guias de planeamento, exemplos de atividades e problemas, critérios de avaliacao).
Em ambos o0s contextos nacionais mencionados por aqueles autores, a interpretagdo dos
objetivos curriculares em tais materiais de apoio afasta-se das noc¢es mais desafiadoras de
resolucdo de problemas e investigacéo.

Assim, para além da prescricdo de quais conteudos e de uma indicagdo geral de como deve
ser ensinado contetdos de Estatistica, sdo necessarios encaminhamentos na formacdo dos
professores para que eles estejam conscientes de seu papel no processo (Quintas, Tomas
Ferreira & Oliveira, 2013). Martins e Carvalho (2013) enfatizam que as relagdes entre
professores e alunos sdo particularmente importantes para o processo de aprendizagem. Neste
sentido, comportamentos, intervencdes ou atitudes dos professores podem constituir-se em
feedback sobre como os estudantes estdo atuando para alcancar um determinado objetivo em
sala de aula (Wiggins, 2012). Esse feedback pode influenciar em muito como estudantes
aprendem os contetdos escolares.

Neste artigo, pretende-se contribuir para um debate sobre o feedback no ensino e na
aprendizagem de Estatistica e, em particular, quando existe o recurso a tecnologia. Essa
discussdo tem como objetivo subsidiar investigaces futuras que abordem especificamente os
processos de feedback dos professores que ensinam Estatistica nos primeiros anos de
escolaridade. Assim, na secdo seguinte, introduziremos alguns dos principais conceitos
relacionados com o feedback em contextos de sala de aula. Em seguida, n6s apresentaremos
alguns exemplos de dois estudos que investigaram a aprendizagem de Estatistica. Apesar de que
o0s trechos de didlogos entre os professores investigadores e duplas de alunos ndo tenham sido
originariamente desenvolvidos no &mbito de uma pesquisa sobre o feedback, esses referidos
extratos podem exemplificar aspetos relacionados a importancia das intervengdes docentes no
processo de aprendizagem de nogdes e conceitos estatisticos.

2. Evidéncias e consequéncias do feedback na sala de aula

O feedback ocorre ap6s um comportamento, um desempenho ou uma atitude, consistindo
na informacéo recebida sobre o esfor¢co desenvolvido para alcancar um determinado objetivo e
concretizar uma determinada tarefa (Wiggins, 2012). Num contexto de sala de aula, e pensando
no professor, o feedback é uma consequéncia da actuagdo de um aluno e a sua finalidade é
fornecer informacdes relacionadas com a tarefa ou processo de aprendizagem, cujo objetivo é
melhorar o desempenho numa tarefa especifica e/ou o entendimento de um determinado assunto
(Sadler, 1989). De acordo com Hattie (2009), o feedback visa a reducdo das discrepancias entre
a compreensdo e o desempenho atuais, por um lado, e uma intencdo ou objetivo de
aprendizagem, por outro. O feedback do professor devera fazer com que o aluno consiga ir mais
longe nos seus desempenhos e raciocinios.
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Skemp (1978) enfatizava a necessidade de os alunos passarem de conhecimentos
instrumentais para conhecimentos relacionais. Para aquele autor, um aluno possui um
conhecimento instrumental de um conceito quando domina uma coleccdo isolada de regras e
algoritmos aprendidos por meio da repeticdo e da rotina de tarefas e procedimentos.Sempre que
um conhecimento de um aluno é desse tipo, ele tende a resolver um conjunto limitado de
situacBes, em contextos semelhantes. Por oposi¢do, o conhecimento relacional é aquele no qual
0 aluno construiu um esquema do conceito que pode ir actualizando sempre que novas
atividades assim Iho exijam, ou seja, um conhecimento que vai mobilizando. Concretamente nas
aulas de Estatistica, o feedback do professor deve permitir ao aluno abandonar
progresssivamente esse conhecimento instrumental e apoderar-se de um conhecimento
relacional.

Embora o termo feedback faca parte do discurso do professor e esteja presente em muitas
situacBes da sua pratica lectiva a literatura refere-o como sendo complexo e nem sempre
utilizado de forma eficaz pelo professor (Fonseca et al., in press). Varios autores tém vindo a
considerar o feedback como tendo trés dimensdes: cognitiva, motivacional e afectiva. Por
exemplo, Brookhart (2008) descreve o feedback eficaz em termos de duas dimensdes: a
cognitiva e a motivacional. A dimenséo cognitiva tem a ver com o fornecimento de informacdes
necessarias aos alunos para poderem compreender onde se encontram na sua aprendizagem e o
que tém de fazer a seguir para melhorar desempenhos. A dimensdo motivacional diz respeito ao
desenvolvimento nos alunos da “sensacao de que tém controlo sobre sua propria aprendizagem”
(Brookhart, 2008, p.2).

H& um consenso geral na literatura de que o feedback deve ser dado a um nivel que o0s
alunos o possam compreender (Orsmond, Merry, & Reiling, 2005), e sera mais eficaz na
promocao da aprendizagem se for fornecido num clima de sala de aula onde a resposta, mesmo
guando incorreta, é valorizada como uma oportunidade de reflexdo ao invés de ser oferecido
como um juizo de valor (Weaver, 2006). Para ser eficaz, o feedback deve ainda ser claro, ter um
proposito, ser significativo, compativel com o conhecimento prévio dos alunos e fornecer-lhe
conexdes logicas que o levem a concentrar-se em maneiras de melhorar o seu desempenho
(Hattie, 2009).

A dimensdo afetiva do feedback revela-se de particular importdncia quando a
informacéo fornecida pelo professor se centra na pessoa do aluno e ndo no desempenho ou
compreensdo. Esse tipo de feedback centrado nas caracteristicas pessoais do aluno pode
algumas vezes ter resultados indesejaveis, entre eles aumentar o medo do fracasso. De facto, o
feedback do professor fornece informacdo que permite aos alunos fazer interpretacfes sobre si
mesmos, sobre 0s outros, e sobre a escola. No entanto, se a componente afetiva do feedback for
negligenciada por um professor, os alunos poderdo minimizar o seu esforgo, tentando assim
evitar riscos para si proprios na abordagem de tarefas desafiadoras (Black & William, 1998).

Brookhart (2008) descreve algumas estratégias e contetido de feedback que podem ser
identificdveis na pratica letiva e que estdo, em parte, sob o controlo do professor.
Nomeadamente, aquela autora sugere trés tipos de estratégias de feedback, conforme descrita no
Quadro 1 (abaixo):
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Estratégias de Feedback

(1) Timing Quando é dado o feedback e com que
frequéncia.

(2) Modo Oral, escrito, ou feedback visual e/ou
cinestésico.

(3) Audiéncia Individual, grupo.

Adaptado de Fonseca et al. (in press)

O Contetdo do feedback pode ser descrito e avaliado em termos das seguintes
categorias, conforme o Quadro 2 (abaixo):

Contetidos de Feedback

(A) Enfoque Centra-se no trabalho, no
processo que o aluno
desenvolveu para atingir uma
resposta.

(B) Funcéo / Valéncia Quando ha descrigdo negativa
do trabalho do aluno, deve ter
sugestdes positivas com vista
a melhoria.

(C) Clareza / Especificidade | Usa vocabulario e conceitos
gue o aluno entende, ajusta o
grau de especificidade ao
aluno e a tarefa. A meta é
uma informagéo
compreensivel, significativa e
acionavel.

(D) Tom Respeito pelo aluno enguanto
agente.

Adaptado de Fonseca et al. (in press)

Estas caracteristicas das estratégias e conteldo de feedback ndo devem ser entendidas
como dimensdes isoladas, pois acontecem numa situacdo de comunicacdo interativa num
contexto de sala de aula onde o professor deve estar atento as discrepancias metas/desempenho
encontradas e, a0 mesmo tempo, sensivel a preocupacfes relativas a auto-estima do aluno
(Fonseca et al., in press). Sera um professor que contribui para um ambiente de abertura e de
respeito matuo que promove o controlo dos alunos sobre sua propria aprendizagem.

Na medida em que ha tantos fatores que fogem ao controlo do professor, mas que
concorrem para 0s processos de ensino e aprendizagem, o feedback constitui-se numa das
poucas ferramentas que os professores podem utilizar de maneira autbnoma e que esta sob o seu
controlo pois é ele quem decide que contetdo ou estratégia de feedback utiliza numa
determinada situagdo durante a sua pratica. Assim, em comparagdo com aspectos escolares que
sdo impostos pelas realidades complexas, tais como: condi¢Bes sociais dos alunos; os
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predeterminados contetdos curriculares e as diversas questfes de gestdo e organizacdo do
tempo escolar, pode-se afirmar que o feedback apresenta-se como um elemento que pode ser
usado pelos professores enquanto protagonistas e facilitadores do ensino e da aprendizagem dos
alunos. O feedback do professor revela-se como uma variavel com potencial impacto no
envolvimento escolar dos alunos. Por essa relevancia justifica-se que sejam empreendidas
investigacOes para entender melhor as repercussdes do feedback no ensino de éreas de
conhecimento especificas, tal como é a Estatistica. Neste sentido, este artigo procura contribuir
para tal desafio.

3. Exemplos do uso de feedback a partir das relacdes entre um professor investigador e
estudantes do ensino basico

Neste artigo, para ilustrarmos a discussdo sobre o feedback em situacdes de ensino e de
aprendizagem de Estatistica apresentaremos alguns exemplos retirados de um o estudo realizado
por Lira (2010) que investigou a utilizacdo do TinkerPlots como recurso para explorar o ciclo
investigativo (Will & Pfannkuch, 1999) durante o ensino de Estatistica no ensino basico. Para
uma melhor compreensdo do contexto nos quais os diadlogos aconteceram, na proxima subsecao
(3.1) apresentaremos de maneira sucinta o software TinkerPlots. Na subse¢éo 3.2, descrevemos
elementos da pesquisa realizada por Lira (2010) com estudantes do 7° ano, os quais tinham
familiaridade com o uso de computador em contextos escolares mas ndo haviam tido nenhum
contato com o software TinkerPlots.

3.1. O softwareTinkerPlots

O TinkerPlots foi desenvolvido por Konold e Miller (2005) para a interpretacdo de dados,
com o objetivo de favorecer a aprendizagem de conceitos estatisticos entre criancas dos
primeiros anos da escola basica. Esse software possui um ambiente dindmico, no qual os
estudantes podem organizar e explorar diferentes representacfes graficas de dados, a partir de
varias ferramentas. As possibilidades de produzir uma diversidade de representacdes oferecem
condi¢des para analise de hipoteses no processo de interpretacdo de dados.

A tela inicial do TinkerPlots é constituida por uma area em branco, sem muitos atrativos
visuais; a barra de menu é no idioma inglés e apresenta cinco ferramentas basicas: Cards, Table,
Plot, Slider e Text.

{4 File Edit Data Window Help

= BH [ 2 [E

Cards _Table  Plot  Shider  Text

Figura 1. Menu e icones da ferramentas na tela inicial do software TinkerPlots

A funcdo da ferramenta Cards é possibilitar o registro para criacdo de banco de dados. Ao
ativar a ferramenta Table, automaticamente, obtém-se a distribuicdo dos dados em forma de
tabela. A ferramenta Plot permite realizar a manipulacdo dos dados, que poderdo ser analisados
de acordo com suas ocorréncias, e dispde de alguns recursos cujos icones estdo ilustrados na
Figura 2, a seguir. O icone Slider refere-se a um recurso pelo qual sdo realizadas alteracGes na
amostra dos dados a serem trabalhados, e a ferramenta Text, ao ser ativada, disponibiliza na tela
uma caixa de texto na qual podem ser digitadas informacGes complementares ao trabalho que
esta sendo desenvolvido.

2 File Edit Data Plot Window Help
=
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Figura 2. Barra de menu exibindo os icones dos recursos da ferramenta Plot do software TinkerPlots

Conforme a Figura 2, a ferramenta Plot possui alguns recursos: Separate separa os plots de
maneira vertical ou horizontal, conforme a escolha do usuério. Order ordena os plots de acordo
com um atributo escolhido e, se for o caso, de acordo com a variagdo quantitativa. Stack é
utilizado para empilhar os plots verticalmente, uns sobre os outros ou horizontalmente, em
colunas ou blocos lado a lado. Ref, Div e Hat oferecem possibilidades para incluir nas
representacdes algum marco de referéncia para interpretar os dados. Counts é utilizado para dois
tipos de contagens dos plots: a numérica, representada pelo icone n, e a contagem a partir de
percentuais, representada pelo icone %. Averages possibilita representar a média e a mediana
dos dados. Label ¢ a funcdo que rotula os plots apresentados. Finalmente, o icone Key
possibilita incluir legendas.

A ferramenta gradiente do TinkerPlots esta vinculada a funcdo de colorir os plots com o
objetivo de diferenciar variaveis qualitativas e quantitativas. Para as variaveis gquantitativas o0s
plots apresentam uma gradacdo de cor, cuja intensidade varia das nuances mais claras (casos de
menor valor) para as mais escuras (casos de maior valor). Para as variaveis qualitativas as cores
ndo variam em nuances. Por exemplo, para a variavel género, uma cor representaria 0s casos
masculinos e outra cor os casos femininos. O recurso das cores das varidveis no TinkerPlots é
mostrado nos Cards e Plots, conforme pode ser observado na Figura3.
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Flgura 3. Exemplos de representacdo de varlavels respectlvamente guantitativas e qualitativas.

3.2. O uso doTinkerPlots entre estudantes utilizadores de computador na escola.

Na investigacdo de Lira (2010) participaram estudantes entre os 11 e 12 anos de idade
pertencentes a uma turma do 7° Ano do Ensino Fundamental de uma escola da rede privada, na
cidade do Recife, Brasil. Na escolha da turma foram estabelecidos alguns critérios que
estiveram também presentes na formacao das duplas. Estas eram compostas por estudantes que
se assemelhavam quanto a alguns aspetos: (a) as médias escolares em Matematica de todos
participantes deveriam ser entre 5.0 e 6.0, para garantir que entre eles ndo existiriam muita
discrepancia entre seus rendimentos escolares;(b) todos os alunos selecionados frequentavam a
mesma escola desde o 5° ano, sendo que o uso do laboratério de informatica constituia-se numa
prética quotidiana para todas as disciplinas.

O trabalho com o Tinker Plots decorreu ao longo de quatro sessdes no laboratério de
informética da escola. Cada dupla utilizou um computador. Os estudantes foram acomodados,
mantendo uma distancia razoavel entre uma dupla e outra, para que a conversa¢ao de uma nao
interferisse na de outra e os dudios pudessem ser registrados com a melhor acuidade.



93 Segundas Jornadas Virtuales en Did4ctica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria

A primeira sessdo foi a familiarizagdo com o TinkerPlots versdo 1.0. Na segunda sessédo
simulou-se uma recolha com a posterior organizacdo de dados no TinkerPlots com o objetivo de
explorar as fungdes do software, terminando com as duplas a apresentarem 0s seus resultados
aos colegas. No final da sessdo todas as duplas decidiram pelo problema a pesquisar a salde
alimentar, pela planificacdo da pesquisa que seria realizada, pela amostra e forma de recolha de
dados. A pesquisa foi realizada por meio de um questionario. Este questionario seria aplicado a
outros estudantes da escola antes da terceira sessdo. Nesta terceira sessdo, 0s estudantes
utilizaram os recursos do TinkerPlots para a constru¢do do banco de dados coletados pelo
questionario. Concretamente, a organizacdo dos dados resultou da e exploracdo dos recursos da
ferramenta Plot. A quarta sessdo deu continuidade ao trabalho iniciado na terceira sessdo,
concentrando-se sobretudo na exploracdo de dados, analise e interpretacdo usando o
TinkerPlots.

A professora investigadora foi oferecendo feedbacks as duplas para que pudessem
compreender as ferramentas do TinkerPlots, assim como que produzissem as representacdes dos
dados estatisticos. Para ilustrar, trazemos dois exemplos das interagdes da professora com as
duplas.

Um primeiro exemplo é da dupla 4 na 22 sessdo. Segundo Lira (2010), a dupla 4 ndo teve
dificuldades em manusear as ferramentas Cards e Table, e na simulacéo de entrada de dados da
investigacdo que estavam a fazer, associaram determinados atributos conforme a tabela
apresentada na Figura 4.

Collection 1 |
Home | ldade Sexo Fumante Dirige Behe <Iiew
1 Leanardo - 25 - m . n - = - = .
2 Larizsa 12 Tf il n n
3 |Beatriz |12 't n n In
4 |Natals |13 |t n In In
5 Luiza . 25 :f ' = :3 . =
6 Douglasz 34 m I l:s =
7 Renato -2? :m = :n n
] Robetto 14 m n n =
9 (Marlia |32 't n s =
10 |Nna |6 f s s In
| |

Figura 4. Tabela obtida com os dados do Cards realizado pela dupla 4

Quando questionados pela professora sobre o porqué de terem escolhidos tais atributos, eles
ndo souberam explicar. Assim, a dupla 4 ndo conseguiu estabelecer relagBes entre os dados,
realizando, apenas, a sua leitura na tabela.

A dupla 4 também demonstrou dificuldade em trabalhar com a ferramenta Plot. Mesmo
tendo solicitado por vérias vezes a ajuda a professora, ao experimentarem as opg¢des do menu
Plot, a dupla finalizou o trabalho dessa sessdo escolhendo a op¢do Fuse Circular do menu, o
gue ocasionou a construcdo do grafico apresentado na Figura 5.
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Collection 1

{,}l [Fuse Circular w | ' : {—l

Figura 5.Plotda Dupla 04 utilizando a opcdo Fuse Circular

No momento da apresentagdo dos resultados para as demais duplas, ao exibirem o grafico da
Figura 5, esses estudantes ndo souberam expressar a impossibilidade de transformar a tabela da
Figura 4 num gréafico com o simples clicar no icone da ferramenta Plot. Ao serem questionados
sobre a escolha dessa representacdo (Fuse Circular) e o que teriam compreendido sobre os
dados, eles ndo souberam responder. Os extratos de falas, a seguir, durante a apresentacdo dos
resultados da dupla 4 no final da sesséo, ilustram esse episodio:

Professora: Como foi que vocés construiram esse gréafico?
4A: A gente clicou aqui.

[0 estudante apontou para as op¢Bes do menu Plot].

4A: E ai fez esse gréafico de pizza.

Professora: E o que vocés podem concluir olhando para esse grafico?
Os estudantes ficam pensativos e o estudante 4A, sugere que o parceiro responda.

4A: Fala tu.

4B: E... é... sei ndo.

Professora: E porque vocés escolheram essa funcéo?

4A: A gente ficou testando e essa fez o grafico. Néo seria para fazer um gréafico?
Professora: Sim, mas por que, essa?

4A: Porque essa fez o grafico.

A professora investigadora deveria ter fornecido um feedback aos estudantes que lhes
permitisse observar e refletir sobre os dados na tabela e depois realizar uma comparac¢do com a
representacdo grafica obtida. A introducdo de um feedback nessa situacdo poderia auxiliar 0s
estudantes a mobilizar conhecimentos de maneira a perceber a necessidade de formular uma
questdo que pudessem relacionar as variaveis presentes na tabela. Talvez pela auséncia de tal
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feedback, a dupla continuou demonstrando que ndo compreendia a representacdo obtida ao
usarem a opcdo Fuse Circular. Nas analises dos registros escritos das observacdes da
pesquisadora durante a apresentacdo dessa dupla, a mesma percebeu que apesar dessa
interferéncia sugerindo aos estudantes que observassem os dados com o intuito de leva-los a
uma possivel interpretacdo, esses alunos nao realizaram esse processo. Essa dificuldade sentida
pela professora em fazer os alunos avangarem nos seus conhecimentos pode resultar de néo ter
sido mais especifica (Como foi que vocés construiram... 0 que vocés podem concluir... Sim,
mas por que, essa) no que pedia aos alunos em funcdo do objectivo da tarefa e/ou dos
conhecimentos que os alunos apresentavam.

Face as hesitagdes dos alunos em justificarem os seus argumentos na escolha do tipo de
gréafico a professora ndo criou uma oportunidade para que reformulassem as suas respostas. 1sso
provavelmente aconteceu por ndo ter apresentado novos argumentos, ndo ter trazido mais
informagdes para a discussdo ou ndo ter demonstrado uma nova alternativa de gréfico que
levassem os alunos a ter de contra argumentar. Algo que ilustra esta situacdo refere-se ao fato
do gréfico construido pela dupla 4 ndo apresentar as variaveis organizadas, ou seja, ordenadas
de forma crescente ou decrescente. Essa op¢do poderia ser alcancada pelos alunos se estes
tivessem clicado no recurso Order do TinkerPlots. Assim, os alunos, nesse momento,
necessitavam de um feedback da professora que os instigassem a procurar formas de organizar
melhor os dados ali apresentados.

Assim, ela poderia ter realizado abordagens, tais como:

Se tivessem de dizer a alguém como se pode utilizar essa ferramenta Plot como fariam?
Conseguem explicar como 14 se chega? Teriamos de ir a0 menu? Como se chegou a esses
valores do grafico? O que significam? Sera que se poderia utilizar a restante informagao
presente na tabela? Estes dados estdo bem organizados nesse grafico?

Essas reflexdes sobre o que era pedido ao aluno e como poderiam fazer poderia ajuda-los a
questionar a representacdo grafica obtida com os dados representados na tabela.

Outro exemplo retirado dos resultados do estudo de Lira (2010) refere-se aos didlogos da
professora com a dupla 1, na quarta sessdo de pesquisa. Apos tabular no TinkerPlots os dados
recolhidos por meio do questionario, a dupla 1 realizou algumas exploragcdes sobre a melhor
maneira de representar os dados e decidiu utilizar a representacéo ilustrada na Figura 6.
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Figura 6. Gréfico da dupla 1, construido com a fun¢do Value Bar Vertical da ferramenta Plot.
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O grafico da Figura 6 representa a relacdo entre os atributos nome e nimero de refeicfes. A
professora solicitou aos estudantes que utilizassem a ferramenta Text e registrassem as
conclusdes deles a partir da analise do grafico. A Figura 7 ilustra os registros da dupla 1.

Gluem come mais & menina
Carlog, Fakio e Luiz sa0 08 gue comem mais e eles camem massa e fritura

Figura 7. Registro da dupla 01 sobre a interpretagédo do grafico obtido durante a 4? sesséao.

A professora perguntou a dupla como eles haviam chegado a conclusdo de que 0s sujeitos
gue comem mais, se alimentam de massa e fritura, uma vez que na representacdo obtida néo
havia tal informacdo. Os estudantes responderam que tinham essa informacédo a partir da Table
gerada, pois quando clicavam com o mouse sobre a coluna de cada um dos sujeitos, as
informacdes sobre este sujeito ficavam destacadas, conforme trecho do didlogo abaixo:

Professora: Estd muito bonito o grafico de vocés. Quer dizer que vocés usaram 0s
atributos nome e refei¢des. Entdo concluiram que quem come mais s&o 0s meninos
Carlos, Fabio e Luiz sdo os que comem mais e eles comem massa e fritura. Agora,
é... como é que vocés chegaram a essa conclusao, que eles comem massa e fritura,
se aqui no gréfico ndo tem?

1B: Assim, 6 Professora (...): E... a gente viu que quem come mais S40 0S meninos
porque aqui na... no grafico, na coluna maior, essa, essa e essa sdo dos meninos
Carlos, é... Féabio e Luiz. Ai, quando a gente clica aqui, ai na tabela, Carlos aparece
marcado e a gente vé que ele come lasanha. Quando clica aqui em Fabio, 14 na
tabela mostra que ele come bife com fritas. E quando a gente clica em Luiz, ele
come macarronada. Ai a gente viu que 0s trés sdo 0s que comem mais e comem
massa e fritura. Foi assim.

Analisando o trabalho realizado pela dupla 1, foi possivel perceber que os estudantes
conseguiram envolver-se verdadeiramente num processo de interpretacdo de dados mediados
por ferramentas do software TinkerPlots. Além disso, esses estudantes observaram,
paralelamente, as informagfes contidas na representacdo grafica obtida utilizando apenas dois
atributos com os dados: nome e nimero de refei¢des. Eles conseguiram inferir pelo uso dessas
duas ferramentas, uma relacdo com outro atributo ndo apresentado no grafico: comida preferida.
Quando nos focamos no feedback da professora constatamos que esta consegue ser especifica
no que pede aos alunos, vai sempre acrescentado algo que os ajuda a ir caminhando nos
argumentos (vocés usaram os atributos nome e refei¢cdes...como é que vocés chegaram a essa
conclusao (...) se aqui no gréafico ndo tem?).

Ha de considerar-se que a situacdo de pesquisa na qual a professora estava engajada,
assemelhava-se a situacdo de tantas salas de aula, nas quais os professores precisam dar
feedback para diversos alunos e/ou grupos de alunos simultaneamente. Neste sentido, 0s
exemplos aqui apresentados realcam a complexidade presente na utilizacdo do feedback ao
processo de ensino. Todavia, faz-se necesséario desenvolver pesquisas que possam investigar
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como os professores podem desenvolver estratégias e conteldos de feedback eficazes em
situacdes de sala de aula.

4, Consideragdes finais

Nos dialogos apresentados temos uma realidade que pode facilitar a eficacia do
feedback do professor e ultrapassar uma limitacdo da sua operacionalizacdo: os alunos
trabalharam na sala de aula em duplas e na implementacdo da actividade recorreu-se a uma
ferramenta interativa, o TinkerPlots, para trabalhar contetdos de Estatistica. No entanto, quando
analisamos os didlogos entre as duplas e a professora verificamos que a quantidade de feedback
dado as duplas ndo é equivalente. No primeiro trecho de didlogo ilustrativo a professora néo foi
especifica no feedback fornecido aos alunos e ndo conseguiu fazer com que esses
ultrapassassem as dificuldades apresentadas na passagem de um tipo de representacdo para
outro. No segundo trecho exemplificativo tal situacdo ja ndo aconteceu. A professora nao
revelou aparentar dificuldades em levar a dupla a explicar e a refletir acerca da sua resolucéo.

Estes resultados sugerem que os professores conhecem e utilizam as estratégias de
feedback mas que quando tém de ser precisos pensando num aluno concreto a realizar uma
tarefa concreta podem revelar fragilidades em fornecer-lhe um feedback mais individualizado
que lhe permita apropriar ou mobilizar os saberes necessarios para compreenderem em que
ponto se encontram na sua aprendizagem e o que tém de fazer para evoluir.

Conforme enfatizamos, nossa proposta era de iniciar uma discussdo sobre o uso de
estratégias e conteldos de feedback que poderiam ser eficazes nos processos de ensino e
aprendizagem da Estatistica. Para tanto, em pesquisas futuras deve-se investigar o feedback em
situacdes reais em sala de aula de Estatistica, bem como em simulagdes na formacdo inicial de
professores que vao ensinar Estatistica.
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Resumen

Este estudio se centra en la medicion y caracterizacion de las actitudes hacia la
estadistica de profesores portugueses de primero y segundo ciclo de la educacién
basica. Esta investigacion surgi6 a raiz de los cambios que se propusieron desde el
2007 en la ensefianza de la estadistica en la educacion primaria en Portugal. Su
objetivo principal es contribuir positivamente en el desarrollo profesional de los
profesores, asi como en la educacion estadistica de sus alumnos disefiando caminos
que puedan dar lugar a intervenciones para prevenir y/o corregir actitudes
negativas hacia la estadistica.

Palabras clave: Actitudes, Estadistica, Profesores.

1. Introduccién

La estadistica es ampliamente reconocida como un area clave del conocimiento e, incluso,
de la ciudadania. Por eso, en las Ultimas décadas la ensefianza de la estadistica se ha ido
incorporando gradualmente en el curriculo de matematicas de los niveles escolares, basico y
secundario tanto en Portugal, en especial desde el curso 2007-2008, como en muchos otros
paises.

Por otro lado, el proceso de Bolonia plantea un cambio de paradigma relativo a los procesos
de ensefianza y aprendizaje: de la metodologia tradicional centrada en el profesor a una
metodologia centrada en el alumno y en la consecucion de determinadas competencias. Al
mismo tiempo, impone una serie de exigencias entre las que destacamos la mejora de las
practicas de ensefianza, tanto a nivel pedagdgico como didactico.

No obstante y a pesar de las actuales directivas curriculares con una mayor presencia de la
estadistica en los distintos niveles de aprendizaje, hay factores que pueden poner en riesgo su
aplicacion, tales como: la falta de formacion en estadistica de los profesores; la sub y/o
sobrevaloracion del tema; cierta falta de interés y motivacién, desconocimiento de resultados de
investigaciones recientes sobre educacién estadistica o incluso de nuevos materiales y
tecnologias asi como falta de condiciones para introducir nuevas metodologias por citar las mas
relevantes (Estrada, Batanero y Lancaster, 2011).

Asi mismo en este tiempo de cambios podemos afirmar que los objetivos de las reformas en
educacion estadistica incluyen ademas de la mejora del proceso educativo propuestas de mejora
de las actitudes hacia esta materia (Tishkovskaya y Lancaster, 2012).

El anélisis de las actitudes hacia la estadistica tiene ya una cierta tradicion, sobre todo en las
dos ultimas décadas, porque dadas las caracteristicas del proceso educativo de la estadistica es
facil entender que en la interaccion profesor-alumno no solamente se transmiten conocimientos;
sino también, un posicionamiento actitudinal por parte del docente que puede afectar dicho

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea 'y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 101-107). Granada, 2015.
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Sin embargo en Portugal las investigaciones en educacion estadistica estan creciendo en
numero y calidad pero en el &mbito de las actitudes hacia la estadistica no se esta siguiendo esta
tendencia internacional.

En este contexto, el trabajo sobre las actitudes hacia la estadistica que aqui se presenta surge
como una necesidad de cubrir esta laguna sobre todo en un momento de cambio de planes de
estudio y, consecuentemente, de exigencias didacticas y pedagogicas para los profesores
responsables de la educacion estadistica en los primeros seis afios de escolaridad.

Resulta dificil de definir y no hay unanimidad respecto al significado del término actitud.
McLeod (1992) al conceptualizar el dominio afectivo de la educacion Matematica distingue
entre emociones, actitudes y creencias. Las emociones son respuestas inmediatas positivas o
negativas producidas mientras se estudia matematicas; mientras que las actitudes son respuestas
0 sentimientos mas intensos y estables que se desarrollan por repeticion de respuestas
emocionales y se automatizan con el tiempo.

Respecto a la educacion estadistica, segin Gal, Ginsburg y Schau (1997) durante mucho
tiempo, los términos de actitud y sentimientos han sido utilizados indistintamente. Las definen
como una suma de emociones y sentimientos que se experimentan durante el periodo de
aprendizaje de la materia objeto de estudio y sugieren que en su origen intervienen
pensamientos o creencias intensos. Mas recientemente Phillipp (2007) las considera como
“sentimientos, acciones 0 pensamientos que manifiesta una persona respecto a una materia”.
Siempre se expresan positivamente o negativamente (agrado/desagrado, gusto/disgusto), surgen
favorables en edades muy tempranas pero evolucionan negativamente con el paso del tiempo.
Ademas, en la actualidad, las actitudes hacia la estadistica se consideran un concepto
pluridimensional y jerarquico, compuesto de diferentes elementos o dimensiones analizables por
separado (Gil Flores, 1999). Han sido estudiadas por diversos autores, principalmente en
estudiantes universitarios, a partir del uso de escalas o cuestionarios.

Para Manassero y Vazquez (2001) la evaluacion de las actitudes no ha de estar centrada en
“el qué” (simple conocimiento) sino el “para qué”. En esta linea nuestro estudio esta dirigido a
analizar las actitudes hacia la Estadistica de los profesores de el primer y segundo ciclos de la
ensefianza obligatoria en Portugal para poder en un futuro planificar y decidir las acciones
educativas mas adecuadas para mejorar su formacion estadistica e indirectamente incidir en las
actitudes de estos alumnos.

2. Metodologia

El estudio que aqui presentamos complementa trabajos previos de Estrada y cols. (2004,
2010) y también Martins y cols. (2009, 2011) sobre la influencia de las actitudes en la
ensefianza de la estadistica en diferentes contextos, y también aborda la incidencia de las
variables: género, ciclo de ensefianza en el que imparte docencia, afios de experiencia docente,
area de formacion, cdmo y donde ha recibido la formacion y finalmente si la ensefia (ver Tabla
3).

Como punto de partida consideramos que las actitudes son tendencias o predisposiciones,
positivas o negativas hacia el objeto actitudinal, en nuestro caso la estadistica, con componentes
pedagogicos (cognitivos, conductuales y emotivos) y antropol6gicos (social, educativo e
instrumental) (Estrada, 2010). Utilizamos como instrumento de medicion de actitudes la Escala
de Actitudes hacia la Estadistica de Estrada, EAEE (Estrada, 2002), presentada en el XIV
congreso de la SEIEM y cuya version portuguesa fue validada por un panel de expertos
(Martins et al., 2012), ademas en esta version los maestros podian presentar sus justificaciones
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para la clasificacion atribuida en nueve de los items presentados en abierto. Dicha escala esta
compuesta por 25 items, 13 afirmativos frente a 12 negativos, que se distribuyen segun
componentes pedagogicos y antropoldgicos definidos en Estrada (2010). Cada uno de los items
tiene 5 respuestas posibles, incluyendo una alternativa neutral (3). La puntuacion de la escala
esta formada por la suma de los valores obtenidos para cada elemento. Dado que los items no
estan redactados en el mismo sentido, todos ellos han sido codificados de modo que una
puntuacion mayor vaya asociada a una actitud mas positiva y viceversa. Es por ello que los
elementos positivos presentan la escala siguiente: muy en desacuerdo (1), en desacuerdo (2),
indiferente (3), de acuerdo (4) y muy de acuerdo (5) y los negativos: muy en desacuerdo (5), en
desacuerdo (4), indiferente (3), de acuerdo (2) y muy de acuerdo (1). Asi, los valores de la
puntuacion total varian entre 25y 125, siendo la mitad 75 puntos (indiferencia).

La escala EAEE se presentd a una muestra de profesores de primer y segundo ciclos de
educacion basica de las areas pedagogicas (“Quadros de Zona Pedagdgica”) de Coimbra,
Guarda y Vila Real. En un muestreo por conglomerados se encuestd a 1135 profesores, nimero
correspondiente al 50,4% del total de los profesores objetivo. De estos, 878 eran profesores del
primer ciclo, 48,3% del total de profesores objetivo de ese ciclo, y 257 eran profesores del
segundo ciclo, 65,9% del total de profesores objetivo de ese ciclo. Con un 1,3% de encuestas
invalidas resultaron 1098 encuestas validas. La muestra cuenta con una importante variedad de
casos relevantes para las variables del estudio, y se consiguié una cierta aproximacién de las
distribuciones de los criterios esenciales de la poblacion a nivel nacional.

Para el anélisis cuantitativo fueron calculadas estadisticas descriptivas, asi como aplicados
métodos paramétricos 'y no paramétricos unidimensionales, analisis de clusters
multidimensional y analisis factorial. Para hacer el andlisis de las justificaciones de los
profesores se utiliz6 el analisis del contenido (Martins et al., 2012).

3. Resultados de la investigacion

A continuacion se presentan algunos de los principales resultados cuantitativos de la
investigacion.

En este estudio se obtuvo una elevada consistencia interna de la escala, con un alfa de
Cronbach, 0,869, superior al obtenido en estudios similares que utilizan la misma escala EAEE
(Estrada 2002, Estrada et al., 2010, Martins et al., 2012). Ademas, emergieron los aspectos
multidimensionales de la EAEE.

En términos globales las actitudes de los profesores hacia la estadistica fueron
moderadamente positivas, con una puntuacién media global de 87,9, por encima de los 75
puntos correspondientes a la indiferencia, y con una dispersion baja, con un coeficiente de
variacion (cv) de 13% (Tabla 1).

De igual modo, la investigacion puso de relieve de manera positiva los componentes
cognitivo y social y de una forma menos positiva los componentes comportamental e
instrumental (Tabla 1).

Tabla 1: Resumen estadistico sobre la puntuacion total en términos globales y por componentes de las
actitudes
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. L - Desv.
Puntuacion Minimo - s Maximo . Punto . .
. Minimo Maximo - Media . tipica cv
Total posible posible medio
Global 25 46 119 125 87,97 75 11,87 0,13
8 « Afectivo 10 16 50 50 35,47 30 5,56 0,16
£ 8
=S "
S ‘s Cognitivo 8 16 40 40 29,27 24 4,08 0,14
£ g
oo Comportamental 7 13 33 35 23,23 21 3,65 0,16
@ 8 Social 8 15 40 40 30,33 24 427 0,14
£5
29 .
S g Educativo 9 15 44 45 31,82 27 514 0,16
o
SE
< Instrumental 8 10 39 40 25,82 24 439 0,17

En lo que se refiere al estudio transcultural este permiti6 reforzar la admisibilidad de los
resultados obtenidos en la investigacién teniendo en cuenta que en Per(, como consecuencia del
estudio psicométrico, se utilizé una version reducida a 22 items de la escala, tal como aparece
recogido en la Tabla 2, y las comparaciones entre paises se hicieron contemplando estas
circunstancias en este sentido.

Se concluyd que genéricamente las actitudes hacia la estadistica de los profesores
portugueses son menos positivas que las de sus comparfieros espafioles y son ligeramente méas
positivas que las de sus pares peruanos (Estrada et al., 2010) — Tabla 2.

Tabla 2: Resumen de la puntuacion media global para Espafia, Portugal y Peru
Media  Desviacion

Global tipica
Espafia — 25 items 88,8 8,5
Portugal — 25 items 88,0 11,9
Espafia — 22 items 83,9 7,2
Portugal — 22 items 79,6 12,3
Perl — 22 items 72,9 11,1

Comparando las actitudes hacia la estadistica de los profesores del primer ciclo y de los
profesores del segundo ciclo de la educacién basica, se determind que son significativamente
diferentes (p = 0%), con actitudes mas positivas entre los profesores de matematicas del
segundo ciclo de la educacion bésica (Tabla 3). Con respecto a la incidencia de otras variables
(Tabla 3), se llegd a la conclusion de que las actitudes hacia la estadistica de estos profesores no
estan significativamente relacionadas con el género (p = 11%), aunque los hombres presentan
una puntuacion global ligeramente superior. Si estan significativamente relacionados: con la
experiencia docente (p = 0%), en que los profesores con menos afios en ejercicio tienen una
actitud mas positiva; con su area de formacién (p = 4,7%), en que los profesores que tenian una
formacion inicial mas especifica para la ensefianza en el ciclo donde imparte su docencia tienen
una actitud mas positiva (por ejemplo, en el segundo ciclo los profesores de matematicas
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pueden ser economistas, ingenieros, bidlogos); con la formacion en estadistica (p = 0%), donde
los profesores con mas formacion en estadistica tienen una actitud mas positiva (muchos
maestros mayores nunca aprendieron estadistica en la universidad); y con la ensefianza de la
estadistica (p = 0%), los profesores que ya han ensefiado estadistica tienen una actitud mas
positiva (en el primer ciclo el analisis de datos era un tema muy reciente en los planes de estudio
en Portugal).

Tabla 3: Resumen de la puntuacién media global por variable

. . Desviacién . p
Variable Media tipica Mediana (o= 0,05) Test
. Masculino 89,22 13,45 90 t de
Género Femenino 86,89 11,41 88 0,109 Student
Ciclo de ler Ciclo EB 85,40 11,23 85 0.000 t de
ensefianza 2do Ciclo EB 96,87 9,48 97 ' Student
[0, 5] 91,16 12,14 90
[5, 10[ 91,34 11,55 92,5
Experiencia [10, 15[ 89,91 12,18 90 0.000 Kruskal-
docente [15, 20[ 89,58 11,49 91 ' Wallis
[20, 30[ 86,90 11,56 88
[30, 50[ 86,08 11,94 85,5
Area de Avrea especifica 88,64 12,02 89 0.047 tde
formacion Otra area 87,00 11,96 87 ' Student
Ninguna 81,06 9,71 80
Solo 85,26 9,78 85
Escuela 87,10 10,10 88
Formacion en Universidad 91,24 12,02 92 0.000 Kruskal-
estadistica Formacion continua u otra 86,12 11,16 88 ' Wallis
Escuela y universidad 97,19 10,19 97,5
Escuelaf ylo U'r]lver3|d_ad y 93.37 10,36 94
ormacién continua
Ensefianza de la N.O . 80,29 10,39 I Kruskal-
Estadistica S!, en unIC|cIo _ 90,11 10,60 91 0,000 Wallis
Si, en mas que un ciclo 96,02 11,30 98

4, Consideraciones Finales

En primer lugar queremos indicar que las actitudes en general fueron moderadas o
positivas, con una puntuacién promedio global ligeramente superior a la posicién tedrica de
indiferencia y con resultados inferiores a los de Estrada (2010) con futuros profesores espafioles
y moderadamente superior a los peruanos, en consonancia con las diferencias de énfasis del
curriculo de Educacion Primaria en estos paises (Estrada et al., 2010).

Del analisis cuantitativo se puede inferir que los profesores tienen claro que la estadistica es
atil y valoran su papel en la vida diaria de los ciudadanos, por lo que también ven la necesidad
de incluir la en los planes de estudio, como un componente de la educacién matematica. Al
mismo tiempo no son entusiastas del trabajo colaborativo entre profesores y, generalmente, no
comparten sus dificultades en estadistica con sus colegas.

Fuera de la escuela, los profesores no la ven como una herramienta Util en su vida cotidiana
y expresan un sentimiento de duda hacia el uso de las estadisticas y hacia la informacion
transmitida por la television.
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Por ello, para mejorar las actitudes de los profesores hacia la estadistica se proponen
acciones de formacion (inicial y continua) sobre anélisis de datos para los profesores con mas
afios de servicio y menos formacion inicial en estadistica asi como para los profesores de las
areas sin formacion inicial en estadistica o con formacién inicial en un area diferente (por
ejemplo, ingenieria). También se deberia explorar los aspectos afectivos y sociales de las
actitudes, especialmente con las profesoras, y dar un enfoque a los problemas cotidianos de la
vida, tales como el uso de las noticias con datos estadisticos que aparecen en los medios de
comunicacién, television y periodicos.

En este estudio también emerge la necesidad de promover el trabajo colaborativo entre
profesores del mismo ciclo de la educacién basica y entre los ciclos, para proporcionar a los
alumnos un proceso de continuidad en el aprendizaje de la estadistica entre los ciclos.
Finalmente nos parece importante la continuacion de los esfuerzos de los Gltimos afios en las
politicas gubernamentales, a fin de garantizar el fortalecimiento de la ensefianza de la estadistica
en las escuelas, desde los primeros afios, asi como en la formacién de los futuros profesores.
También debe prestarse atencion a la calidad y a la adecuacion de la formacion continua de los
profesores en estadistica.
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Resumen

En este trabajo analizamos los aspectos que organizan la definicion de Estadistica
propuesta por un grupo de futuros maestros. Para ello introducimos un conjunto de
cinco conectores que nos permiten llevar a cabo dicho analisis, al mismo tiempo
que caracterizar tales aspectos. Concluimos que los futuros maestros aportan una
definicion poco precisa sobre la Estadistica y manifiestan dificultades a la hora de
identificar y determinar cuales son los objetivos que su estudio persigue, los
conceptos que en ella se involucran y sus aplicaciones.

Palabras clave: Definicion de Estadistica, Estadistica, formacién de maestros.

1. Introduccién

En la sociedad actual cada vez recibimos mas informacién sobre gran cantidad de datos a
través de cualquier medio de informacion y comunicacion. El ciudadano ha de ser competente
para poder interpretar y producir este tipo de datos, y el conocimiento matematico es uno de los
vehiculos para lograrlo ya que permite “conocer y estructurar la realidad, analizarla y obtener
informacidn para valorarla y tomar decisiones” (MECD, 2014). Esta necesidad ha llevado a que
el curriculo de Educacion Primaria contemple la iniciacién de los alumnos en el mundo de la
Estadistica, para dotarles de los conocimientos basicos para ser competente en el futuro.

Fundamentalmente se trata de que los alumnos durante la ensefianza primaria adquieran los
conocimientos necesarios y comprendan las representaciones de los datos para poder producir
informacion estadistica, poder resolver problemas y ser capaz de tomar decisiones adecuadas a
partir de la informacion recibida. Se trata de fomentar la cultura estadistica procurando que los
alumnos sean capaces de leer y organizar los datos, estén familiarizados con los conceptos
estadisticos, sepan interpretar los datos en funcion del contexto de origen y sean criticos con la
informacidn estadistica. Tal como indica Gal (2002) la cultura estadistica estd organizada en
torno a dos componentes:

La habilidad para interpretar y evaluar criticamente la informacién estadistica, los
argumentos apoyados en datos o los fendmenos estocasticos que las personas pueden
encontrar en diversos contextos, y cuando sea pertinente, la capacidad para discutir o
comunicar sus opiniones respecto a tales informaciones estadisticas, tales como su
comprension del significado de la informacion, sus opiniones sobre las implicaciones de
esta informacion, o su interés en relacidn a la aceptabilidad de las conclusiones dadas (pp.
2-3).

Esto implica que los futuros maestros han de estar convenientemente formados para
capacitar a sus alumnos en la cultura estadistica.

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea 'y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 109-115). Granada, 2015.
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Pero a pesar de su utilidad reconocida y de figurar en los programas oficiales de nuestro
pais, la estadistica es una materia frecuentemente olvidada en la educacion primaria y
secundaria (...). La misma situacion se reproduce en la Facultades de ciencias de la
Educacion encargadas de formar al profesorado (Estrada, 2009, p.119).

Por otro lado, tradicionalmente en la ensefianza de la estadistica se busca méas que los
alumnos ejecuten procedimientos en lugar de que razonen y piensen estadisticamente. Esto
puede ser una consecuencia de la escasa formacién recibida tanto en la educacidn basica como
en la superior de los futuros maestros.

Uno de los peligros de la escasa formacion es el cimulo de falsas intuiciones de los alumnos
que, de no ser tratados, tendra fatales consecuencias en el ejercicio de su futura docencia. Esto
supone un reto para el formador de maestros que tendrd que conocer esas ideas previas de cara a
identificar dificultades y obstaculos de aprendizaje para planificar su docencia. Se plantea, por
tanto, un problema importante en la formacion de los futuros maestros que se deberé organizar
para lograr un adecuado nivel de pensamiento y razonamiento estadistico. En el Grado de
maestro de la Facultad de Educacién de la Universidad de Salamanca se ha apostado por la
formacion de los futuros maestros estando una asignatura (Matematicas y su didactica IlI)
completamente dedicada a la Estadistica, la Probabilidad y su didactica.

Para conocer las ideas previas de los futuros maestros en relacién a la estadistica y la
probabilidad, se disefi6 un cuestionario que comienza preguntando qué es la estadistica. En este
trabajo analizamos las respuestas de estudiantes del grado en Maestro en Educacion Primaria a
esta pregunta. El estudio de las definiciones de futuros profesores sobre otros temas ha sido
tenido en cuenta por otros autores; por ejemplo, Batanero, Contreras, Diaz y Cafiadas (2013).

2. Referentes tedricos

Shulman (1986) caracterizd el conocimiento del profesor organizandolo en siete categorias,
cuatro de las cuales pueden considerarse dentro de la pedagogia general y tres de ellas tienen
que ver con la propia materia. Dentro de este Gltimo bloque, en el denominado conocimiento de
la materia, Schwab (1978) distingue entre el conocimiento sustantivo y el conocimiento
sintactico. Por conocimiento sustantivo se entiende los hechos, conceptos, principios y el marco
tedrico de la propia disciplina mientras que el conocimiento sintactico se refiere a la naturaleza
de dicho campo de indagacion asi como la forma en la que el nuevo conocimiento se integra
dentro de la comunidad. Es imprescindible por tanto que el profesor tenga conocimientos de
esta indole para estar capacitado para su ensefianza. Si nos referimos al conocimiento de la
Estadistica, el futuro maestro debe conocer no sélo los métodos estadisticos, los conceptos,
propiedades y relaciones sino la naturaleza de dicho conocimiento que tiene que ver con la
forma en que se define la Estadistica.

Edwards y Ward (2008) destacan la importancia de la definicion en “la estructura
axiomatica que caracteriza a las matematicas™ (p. 223) y los objetivos pedagbgicos de su uso
para:

e Impulsar la comprension conceptual profunda de las matematicas involucradas,

e Impulsar una comprension de la naturaleza o de las caracteristicas de la definicion
matematica, y/o

e Impulsar una comprension del papel de la definicion en matematicas (p. 229).

En la literatura no hay consenso acerca de qué es la estadistica. Una revision de las
definiciones que recoge Gémez (2005) nos induce a pensar que, en parte, la definicion depende



111 Segundas Jornadas Virtuales en Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria

del area de conocimiento desde la que se argumente. La Real Academia Espafiola (RAE)
emplea dos definiciones que ilustran perfectamente este hecho: 1. Estudio de los datos
cuantitativos de la poblacidn, de los recursos naturales e industriales, del tréfico o de cualquier
otra manifestacion de las sociedades humanas. (...) 3. Rama de la matematica que utiliza
grandes conjuntos de datos numéricos para obtener inferencias basadas en el célculo de
probabilidades (Real Academia Espafiola, s.f.). Estas dos definiciones ilustran el hecho de que
la estadistica sea una ciencia relativamente moderna en cuyo desarrollo han tenido una
influencia notable diversas disciplinas como la economia, la politica, la biologia o la matemaética
(Batanero, Godino, Vallecillos, Green, y Holmes, 1994). Su acercamiento a problemas de la
vida real hace que en el ambito de la matematica protagonice el area de matematica aplicada.

Las definiciones que adoptan Godino y Batanero (2002) destacan dos aspectos de la
estadistica. Por un lado, su caracter interdisciplinar ligado a fendmenos colectivos:

La estadistica estudia el comportamiento de los fenémenos Ilamados de colectivo. Esta
caracterizada por una informacién acerca de un colectivo o universo, lo que constituye su
objeto material; un modo propio de razonamiento, el método estadistico, lo que constituye
su objeto formal y unas previsiones de cara al futuro, lo que implica un ambiente de
incertidumbre, que constituyen su objeto o causa final (Cabria, 1994, citado en Batanero y
Gadino, 2002, p. 701).

Y por otro su vinculo con la Matematica, con la que comparte muchos modos de
razonamiento y técnicas operacionales, pero independiente de ella por su especificidad:

La estadistica es la ciencia de los datos. Con mas precision, el objeto de la estadistica es el
razonamiento a partir de datos empiricos. La estadistica es una disciplina cientifica
auténoma, que tiene sus métodos especificos de razonamiento. Aungque es una ciencia
matematica, no es un subcampo de la Matematica. Aungue es una disciplina metodoldgica,
no es una coleccion de métodos (Moore, 1991, citado en Batanero y Godino, 2002, p.701).

3. Metodologia

Para analizar los aspectos sobre los que organizan la definicion de Estadistica los futuros
maestros, hemos contado con una muestra intencional de 53 estudiantes del grado en Maestro en
Educacién Primaria de la Universidad de Salamanca. Todos ellos cursan, en la actualidad, la
asignatura “Matemadticas y su Didactica 1117, vigente en el cuatro curso del citado plan de
estudios, centrada en la ensefianza de contenidos basicos de estadistica y probabilidad.

Se propuso a los sujetos de investigacion que respondiesen a la pregunta “;Qué es la
Estadistica?” como actividad inicial de la asignatura, previa a cualquier tipo de formacién
recibida en ella, de forma que nos advirtiese del tipo de conceptos con que la relacionan. Esta
cuestion encabeza una encuesta de conocimientos previos que en un aula de grado de maestro
ademas de cumplir su cometido habitual (Socas, 1997), muestra al futuro maestro un ejemplo de
buena préactica en la que vive como alumno lo que en su vida profesional ha de ejercitar como
docente.

Un analisis de las respuestas, basado en la construccidon de las mismas, nos permitid
diferenciar cinco variables de analisis (ver Tabla 1), sobre las que codificaremos la informacion
que nos aporten las primeras. Esto es, organizaremos las 53 respuestas valiéndonos de estas
variables, consideradas como conectores que forman parte de la definicion propuesta por cada
alumno.

En la Tabla 2 se ilustran algunos ejemplos de respuestas obtenidas, destacando los aspectos
asociados a las distintas variables de analisis.
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Tabla 1. Variables de analisis.

V1 Es/esta considerada como...

V2 Forma parte de.../esta vinculada a.../ esta relacionada con...
V3 Su objeto de estudio es.../ su estudio se centra en...

V4 En su estudio se involucran los conceptos de...

V5 Su estudio se aplica a...

Tabla 2. Relacion entre los ejemplos y las variables de analisis.

V1 “Esunarama de las matematicas que analiza, interpreta o explica datos”.

V2 “Unarama de la ciencia matematica que se encarga de recoger datos y porcentajes sobre aspectos de
la sociedad”.

V3 “Es unarama de las matematicas que recoge datos e informacién para realizar un estudio sobre un
tema determinado.”

V4 “Es unarama de las matematicas a través de la cual se estudian la probabilidad, la media, la moda...
de un aspecto concreto”.

V5 “Rama de las matematicas que se dedica a estudiar la probabilidad en la que se presentan diferentes
datos en la sociedad. Ya sean datos sobre objetos culturales, fisicos, actitudinales...”

Esta manera de proceder, nos permitira, por un lado, construir una definicion representativa
de lo que consideran qué es Estadistica los futuros maestros, y por otro, determinar los aspectos
de la definicion que entrafian una mayor dificultad para ellos.

4, Resultados

A partir de las respuestas obtenidas, hemos seleccionado los distintos términos, conceptos o
expresiones que los sujetos de la investigacion vinculan a cada una de las categorias anteriores.
Presentemos, para cada de ellas, estos resultados junto con su frecuencia asociada.

La Tabla 3, pone de manifiesto que la mayoria de los sujetos, treinta y dos del total,
conciben la estadistica como una rama de conocimiento, muy en conexién, con los ocho que la
consideran una ciencia o disciplina. Resulta significativo que dos de los sujetos se refieren a ella
como un instrumento o método, mientras que tres de ellos no aportan informacion en este
sentido.

Tabla 3. Codificacion de las respuestas asociadas a V1.

Respuestas asociadas a V1 Frecuencia
Rama de conocimiento 32
Ciencia/Disciplina 8
Parte/ Apartado de 7
Nulo 3
Instrumento/ Método 2
Otros 1
Total 53

Ademas, es clara la vinculacion que establecen entre la Estadistica y las Matematicas,
presente en cuarenta y cuatro respuestas (ver Tabla 4). Cabe destacar que la Matematica es el
Unico ambito del saber con el que relacionan a la Estadistica.
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Tabla 4. Codificacion de las respuestas vinculadas a V2.
Respuestas asociadas a V2 Frecuencia

Matematicas 44
Otras disciplinas 9
Total 53

Se observa, en los resultados de la Tabla 5, que los sujetos de investigacion entienden como
objetivo de la estadistica la realizacion de estudios o informes, en muchos casos sin precisar su
tipologia (quince del total), y estudiar la probabilidad o el azar (doce del total). Ademas de
estos, en menor medida, se sefiala como otra de sus pretensiones la recogida de informacion
(manifestado por siete sujetos) o la representacion de datos, curiosamente aspectos vinculados a
la Estadistica Descriptica. Es interesante destacar que cuatro sujetos no aportan respuestas en
este sentido.

Tabla 5. Codificacion de las respuestas vinculadas a V3.

Respuestas asociadas a V3 Frecuencia
Hacer estudios/ informes 15
Probabilidad/ azar 12
Recoger informacion 7
Presentar/ Representacion/ Expresar datos 6
Nulos 4
Analizar/caracterizar e interpretar 3
Concluir 3
Otros 3
Total 53

Los sujetos de investigacion tienen dificultades a la hora de identificar los conceptos que
involucra la Estadistica para satisfacer sus objetivos como ambito de conocimiento (ver Tabla
6). Asi, dieciséis de ellos no identifican ninguno. Los conceptos mas recurrentes son el trabajo
con datos, presentes de forma explicita en quince respuestas e implicita en cinco (las referentes
a las variables estadisticas). Por otro lado, las probabilidades y el estudio de sucesos centran un
namero significativos de respuestas siete y seis respectivamente

Tabla 6. Codificacion de las respuestas vinculadas a V4.

Respuestas asociadas a V4 Frecuencia
Nulos 16
Datos (sin concretar su naturaleza) 15
Probabilidad 7
Sucesos/ fenomenos/ Hechos 6
Variables (cuantitativas/cualitativas/sin especificar) 5
Otros: 4
Total 53

En relacion a las aplicaciones de la Estadistica, encontramos que la mayoria de los sujetos
(un total de treinta y dos) no distingue ninguna. En menor medida, siete del total, indican que se
aplica a hechos o acontecimientos, sin concretar mas sus respuestas, al igual que lo hacen los
cuatro que sefialan que la Estadistica tiene aplicaciones en la vida real. Se observa que seis de
los sujetos destacan sus aplicaciones al estudio de poblaciones, muestras o conjuntos (ver Tabla
7).
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Tabla 7. Codificacion de las respuestas vinculadas a V5.

Respuestas asociadas a V5 Frecuencia
Nulos 32
Hechos/ acontecimientos 7
Pablaciones/ muestras/ conjuntos/ individuos 6
Vida real 4
Datos numéricos 2
Estudios 1
Otros 1
Total 53

A partir del andlisis de cada variable, estamos en disposicion de construir una definicion de
Estadistica que sea representativa de la muestra que disponemos. Podemos decir que, los futuros
maestros entienden que la Estadistica es “una rama de conocimiento vinculada a las
matematicas que tiene como objetivo la realizacion de estudios, generalmente, sobre datos”.

5. Conclusiones

Los resultados que revela el analisis de las respuestas muestran que los futuros maestros
tienen una idea poco precisa sobre qué es la Estadistica. En lineas generales, la vinculan a las
Matemaéticas, como una de sus ramas, y determinan que entre sus objetivos esta la elaboracién
de informes, para los que se requiere de datos, sin especificar la naturaleza de éstos.

Determinar cuél es el objetivo de la Estadistica pone de manifiesto la variedad de respuestas
gue proponen los futuros maestros, generalmente vinculadas a la Estadistica Descriptiva y en
menor medida con la Probabilidad, tal y como lo confirman los conceptos que proponen como
caracteristicos de su estudio. Si bien, se muestra falta de concrecion en ellos, aportando
respuestas muy generales en este sentido. Es destacable que los futuros maestros, en su mayoria,
no son capaces de identificar situaciones o contextos concretos donde puede aplicarse la
Estadistica.

La definicidn de Estadistica que hemos construido a partir de las repuestas propuestas por
los futuros maestros, que consideramos representativa en ellos, dista de la mayoria de
definiciones que recogemos en este trabajo. Pese a de ello, destacamos cierta proximidad a la
que propone Moore, al identificar dos aspectos comunes en ambas: su vinculacion a la
Matematica y la importancia conferida a los datos.

En suma, esta experiencia pone sobre aviso a los formadores de maestros acerca de las ideas
que en ellos subyacen sobre la Estadistica, advirtiendo sobre el tipo de aspectos que han de
enfatizarse mas en su formacion: los objetivos de la Estadistica, los conceptos que ella requiere
y sus aplicaciones.
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Resumen

En este articulo mostramos la investigacion sobre el analisis de libros de texto en el
estudio del proceso de ensefianza-aprendizaje de las Matematicas. A su vez
presentamos los diferentes marcos tedricos que existen para realizar estos estudios.
Por altimo hemos realizado un estudio sobre los libros mas usados en la Educacion
Secundaria Obligatoria (ESO) en Andalucia. Este trabajo trata de dar respuesta a
alguna de las primeras cuestiones que se plantean cuando iniciamos una
investigacion sobre libros de texto, entre las que destacamos dos preguntas: ;Qué
marco tedrico utilizaremos? Y ;qué libros analizaremos?

Palabras clave: Libros de texto, EOS, TIMMS, estadistica.

1. Introduccién

El libro de texto ha sido y es ampliamente utilizado en la Educacién no universitaria. En
dichos textos se pretende adaptar el saber cientifico al nivel de ensefianza al que se dirige el
texto, es lo que conocemos en Didactica de la Matematica como transposicion didactica
Chevalard (1991). El proceso de trasposicion didactica es largo y complejo y el resultado final
condiciona los aprendizajes logrados dentro de aula. Por estas razones y las que veremos a
continuacion, el estudio de los libros de texto escolares cobra una especial relevancia cuando
tenemos interés por indagar algun topico de curriculo actual.

El trabajo que presentamos es parte del comienzo de un proyecto de investigacion en el que
pretendemos analizar la dispersién estadistica desde el punto de vista didactico en la Educacion
Secundaria Obligatoria. En la bibliografia analizada no hemos encontrado el analisis de este
tema en dicho nivel de ensefianza en el curriculo actual.

Comenzaremos nuestra investigacién con un analisis de libros de texto de Educacién
Secundaria Obligatoria. Para acometer esta tarea surgen, de manera natural, varias cuestiones:
a) que papel han desempefiado y desempefian los libros de texto b) que libros de texto se
utilizan en la actualidad en el tépico y nivel que nos interesa, ¢) los debo analizar todos o
solamente una muestra de ellos, d) como los debo analizar, es decir que marco tedrico debo
seguir para fundamentar nuestro estudio.

2. Los libros de texto de Matematicas

Hay muchos trabajos sobre investigaciones de libros de texto de Matematicas, debido al
espacio disponible, expondremos algunas ideas sobre el tema, de interés para el presente trabajo
y desarrollos futuros.

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea 'y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 117-124). Granada, 2015.
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El objetivo de todo libro es trasmitir hechos e ideas, en consecuencia, si el contenido del
libro es propio de un campo de conocimiento su fin es trasmitir hechos e ideas de dicho campo.
Un tipo de libro especial es el libro de texto que se escribe con el objetivo de desarrollar un
programa de ensefianza previamente establecido. Si el programa es de Matematicas tenemos: el
libro de texto de Matematicas.

Libros con contenido matematico han existido desde la antigliedad, cuyo objetivo era la
transmisién de contenidos matematicos a los lectores, asi tenemos el libro de Ahmes, escrito
antes del afio 1.700 a. C., dirigido a los funcionarios reales cuyo contenido era problemas sobre
capacidades, areas dimensiones de terraplenes etc. EI primer libro de Matemaéticas propiamente
dicho, en el sentido de que partiendo de unos axiomas se desarrolla una teoria matematica, es
los “Elementos” de Euclides, escrito alrededor del siglo 111 a. C. (Aleksandrov et al. 1988),
podemos decir que es el libro de texto de Matematicas por excelencia, al menos por su duracion
en el tiempo, ya que muchos de sus contenidos se ensefian atn en nuestras escuelas. EI primer
libro de Matematicas en Espafia, escrito en lengua popular fue “Summa de I’art d’Arimética” de
Frances Santcliment, que ensefid Aritmética en Barcelona y Zaragoza, escrito en el 1482, en
catalan y traducido unos afios mas tarde al castellano (Veguin Casas, 2010). Desde este texto a
los actuales, se ha ido configurando la cultura escolar del libro de texto. Porque la evolucion de
la Educacion Matematica y de la matematica escolar y su ensefianza, en gran medida, se puede
estudiar a través de los libros de texto que la han apoyado, ya que, el desarrollo curricular
siempre ha estado liderado por los libros de texto (Howson, 2013).

Hasta el presente el saber matematico ha estado institucionalizado, seleccionado,
secuenciado y debidamente estructurado en el libro de texto, proporcionando seguridad al
ensefiante. El libro de texto supone un esfuerzo de sintesis, planificacion estructuracion y
acomodacion de los contenidos dispuestos por el curriculum, en consecuencia, el libro de texto
se ha considerado como el paradigma del conocimiento que se debe trasmitir a los estudiantes
(Rico, 1990).

Howson (2013, pp. 652-654) basadndose en su larga experiencia de escribir y revisar libros
de texto apunta los atributos que debe tener un libro de texto para un revisor del mismo o para
un usuario:

e Coherencia matematica. Claridad y precision de las explicaciones.

e Claridad en la presentacion de ndcleos. El rango, cantidad y calidad de los ejercicios.

e Conexién con la vida real y con otras asignaturas tanto en la explicacion como en los
ejercicios.

¢ Balance de género, racial y social.

e El uso de lenguaje apropiado para desarrollar las habilidades lecto-escritoras.

e Se tiene en cuenta la evidencia de resultados de investigaciones y la experiencia profesional
acumulada.

e Prevision de las diferentes capacidades de los estudiantes que van a emplear el libro.

e Atractivo fisico del libro: formato, letra, color, ilustraciones...

¢ Algunos signos de originalidad en el material, ejemplos o ejercicios.

e Laprevision de guias del profesor que vayan mas alla de un libro de respuestas y compense
la doble demanda de desarrollo de la comprension matemética de los profesores y apoyo en
la gestion de las lecciones. (Howson, 2013, p. 654)

El libro de texto ha significado un apoyo inestimable en la ensefianza no universitaria, en la
actualidad, en la era de la informacidn, nos podiamos plantear sobre la continuidad en el sistema
escolar del libro de texto de papel. Las nuevas tecnologias nos presentan textos de la misma
calidad o superior a los escritos en papel, superan a estos en que pueden introducir textos o
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representaciones dindmicas, almacenar cientos de libros en el soporte (Ipad, libro electrénico,
portétil...), facil actualizacion, ahorro de papel y, en consecuencia, de arboles, etc.... Ademas,
si los estudiantes usan soporte electronico no tendran que cargar con varios libros de camino al
colegio, se eliminan problemas futuros de espalda, etc... En consecuencia, con estas ventajas
parece probable que en pocos afos, el libro de texto en papel sera sustituido por su equivalente
electrénico. Pero no serd asi, el libro en papel y el libro electrénico coexistiran en nuestra
sociedad, como lo hace el resto de literatura, los periddicos en papel y su edicidn electronica, los
artefactos de calculo y el célculo con lapiz y papel,... En definitiva como dice Usiskin (2013) se
llevardn a cabo investigaciones de comparacion entre libros de texto y libros en medios
electrdnicos, pero las decisiones con respecto a su uso tenderdn a hacerse independiente de los
resultados de dichas investigaciones.

3. Investigacién didactica sobre libros de texto

Aungue el libro de texto ha estado presente en la ensefianza de las Matematicas, no se
comenzd a investigar sobre los mismos, desde el punto de vista didactico, hasta la década de los
80, creciendo rapidamente en las tres décadas posteriores (Fan et al., 2013). Dicho interés, no ha
decrecido en la actualidad, ya que la prestigiosa revista ZDM. The International Journal on
Mathematics Education, ha dedicado su volumen 45, nimero 5 del afio 2013 al tema
monogréafico “Investigar libros de texto en Educacién Matematica”. En este nimero se hace una
recopilacion de la investigacion pasada, presente y las perspectivas de futuro.

En cuanto a Educacion Estadistica hemos revisado la Web de la “International Association
for Statistical Education” que contiene una gran cantidad de trabajos de investigacién en
Educacion Estadistica en general, pero en el caso de los libro de texto, apenas hemos encontrado
una veintena de trabajos, lo que representa una pequefia proporcion.

El lugar donde mas libros de texto se han analizado, desde el punto de vista didactico en
distintos topicos estadisticos, es en la Universidad de Granada, donde se han utilizado libros de
Educaciéon Primaria, Secundaria y Universidad. Donde destacamos desde el primero Ortiz
(1999) hasta algunos de los dltimos como Gea, Batanero, Cafladas y Arteaga (2013) o bien,
Gbmez, Ortiz y Gea (2014).

4.  Algunas metodologias para el analisis de libros de texto en matematicas.

4.1. El tetraedro socio-didactico (SDT.)

Es un modelo socio-cultural desarrollado por Rezat y Straer (2012) que sirve para analizar
“artefactos”, uno de ellos es el libro de texto. Rezat disefio el primer tetraedro para analizar
libros de textos y material TIC y StraBer lo generaliz6 para los “artefactos” en general. La
perspectiva que aporta es que los libros de texto estructuran el proceso de aprendizaje de las
matematicas haciendo énfasis en que el alumno no elige el libro de texto, sino el profesor, que
utiliza uno u otro libro con un objetivo concreto.

El objetivo de este modelo es analizar la interaccion entre los profesores, los alumnos, los
materiales y los roles que cada uno tiene en la educacion, su potencia radica en que nos permite
analizar el libro de texto como el nexo entre las personas y las matematicas, como elemento
social y cultural y como indicdbamos en la introduccion como transposicion didactica de la
ciencia matematica, es decir, como matematicas que pueden ser comprendidas por la institucion
que conforman los alumnos de una escuela. (Rezat, 2013)
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Figura 1. Tetraedro socio-didactico. (Rezat y Strafer, 2012, p. 648)

4.2. Método basado en el Estudio Internacional de Tendencias en Matematica y Ciencias
(TIMMS.)

El TIMMS (Trends in International Mathematics and Science Study) es una evaluacién
internacional de las habilidades en matematicas y ciencias de corte similar al europeo PISA que
analiza las competencias generales. Se hace desde 1995 con una frecuencia de 4 afios.

Este marco se basa principalmente en el curriculum, esta es la pieza clave del sistema, y
presenta un modelo trinitario de curriculum: el curriculum pretendido, el curriculum
implementado y el curriculum conseguido. Los libros de texto se hayan a medio camino entre el
curriculum pretendido y el implementado, como piedra angular de transmision entre el
curriculum pretendido e implementado. En lo que como vemos en la siguiente figura, Valverde
presenta como curriculum potencialmente implementado. (Valverde, et al. 2002).

INTENDED

ntention,
Alr & Goaly

POTENTIALLY
IMPLEMENTED I

1
| Textbocks and Other |
1

Ovganited Resource '
. Material .
T . |'MPLEMENTED

Strategies, Practices &
Activities

ATTAINED

Knowledge: ke,
Comtructs, Schemes

Figura 2. Los libros de texto en el modelo TIMMS. (Valverde et al. 2002, p .13)

ElI TIMMS nos proporciona unas herramientas para analizar libros de texto que en ocasiones
se suele combinar con la matriz de River. (Mikks, 2000; Rivers, 1990.) En la primera version de
este marco se analizan dos dimensiones que resultan en tres elementos: estructura (que contiene
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dos elementos, estructura en si y contenido) y aspiraciones (que solo se contiene a si mismo
como elemento.) Mas tarde Morgan (2004) le afiadié al método los elementos para el andlisis
linglistico como tercera dimension.

La potencia de este marco es que analiza varios niveles de concrecion a la vez ya que
estudia la conexidn entre curriculum y libros de texto.

4.3. Método basado en el Enfoque Onto-Semiético (EOS.)

El Enfogue Onto-Semidtico (EOS) fue desarrollado por Godino y colaboradores en
diferentes trabajos desde principios de los 90 (Godino y Batanero, 1994; Godino, Bencomo,
Font y Wilhelmi (2006); Godino, Contreras y Font (2006); Godino y Font (2007); entre otros)

En el marco tedrico se distinguen seis facetas: epistémica, cognitiva, afectiva, interaccional,
mediacional y ecolégica. (Godino, Batanero y Font, 2007) A su vez, para realizar un analisis
epistémico hay que describir los significados parciales de los objetos matematicos. En el EOS se
establece que el significado global de referencia de un objeto matemaético estd compuesto de dos
nociones: el significado global (u holistico) que aglutina los diferentes significados parciales del
objeto y el significado de referencia que son:

Los sistemas de practicas que se usan como referencia para elaborar los significados que se
pretenden incluir en un proceso de estudio. Para una institucion de ensefianza concreta, el
significado de referencia serda una parte del significado holistico del objeto matematico
(Pino-Fan, Godino y Font, 2011, p.147)

Sin embargo como indica Godino, (Godino y Font, 2007) los sistemas de précticas no son
dtiles a la hora de hacer un andlisis “fino” de la actividad didactica, para ello establece las seis
entidades u objetos matematicos primarios Godino (2002) y Godino y Font (2007) que vamos a
analizar y que son:

e Lenguaje (términos, expresiones, notaciones, graficos, ..) en sus diversos registros
(escrito, oral, gestual, ...)

e  Sijtuaciones-problemas (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios, ...)

e  Conceptos- definicion (introducidos mediante definiciones o descripciones) (recta, punto,
namero, media, funcion, ...)

e Proposiciones (enunciados sobre conceptos, ...)

e  Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, ...)

e Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones vy
procedimientos, deductivos o de otro tipo,...).” (Godino y Font, 2007, p.3)

Existe una interesante herramienta para realizar el analisis que en el EOS denominan Guia
de Reconocimiento de Objetos y Significados (GROS) (Godino, Rivas, Castro y Konic, 2008):

Es una herramienta que da cuenta de un proceso complejo y dindmico,- la emergencia de
objetos y significados- y que puede ser cumplimentada de varias maneras; lo cual pone de
manifiesto la relatividad de los objetos y significados matematicos (Castro, Godino y Rivas,
2010, p. 267) .

La ventaja de utilizar esta herramienta es que sistematiza el andlisis de objetos y
significados permitiendo un gran margen de maniobra.
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5. Determinacion de los libros de texto que utilizaremos en la investigacion.

Una vez hemos contextualizado la situacion del estudio de los libros de texto y los
principales marcos teoricos en los que fundamentar los analisis de estos, presentamos el modo
en gque hemos elegido los libros de texto que utilizaremos como muestra para realizar nuestro
estudio.

Como pertenecemos a la Comunidad Autonoma de Andalucia, hemos creido que debemos
extraer la muestra de libros de los utilizados en esta Comunidad en los cuatro cursos de
Educacion Secundaria Obligatoria.

Tabla 1. Nimero de centros publicos andaluces que utilizan cada editorial por curso, en centro
publicos y privados.

Curso
Editorial 1° 20 3° 4°A 4°B Total

CPu CPi CPu CPi CPu CPi CPu CPi CPu CPi CPu CPi
Anaya 73 28 73 28 76 25 67 18 63 21 352 120
Brufio 22 3 22 3 21 3 9 1 8 1 82 11
Casals 2 3 2 0 0 7 0
Edelvives 4 3 4 3 4 4 1 3 1 4 14 17
Editex 0 0 0 0 1 1 0
Everest 0 1 0 0 0 1 0
Guadiel-Edebé 1 4 2 6 1 4 2 2 2 2 18
McGraw Hill 0 0 0 3 3 6 0
Oxford 19 5 21 4 18 5 19 6 20 6 97 26
Santillana 32 11 31 14 33 9 44 4 42 5 182 43
SM 33 39 28 45 33 41 35 31 36 42 165 198
Vicen Vives 1 2 1 1 2 2 1 0 1 0 6 5
Total 187 95 186 104 190 93 181 65 177 81 921 438
No consigna 23 14 24 5 20 16 29 44 33 28 236

CPu = Colegio Publico; CPi = Colegio Privado

Para ello hemos analizado los datos de la pagina web de la Junta de Andalucia (Consulta
seleccion de libros de texto por centro, 2014) para el curso 2013/14 donde la mayoria de los
centros consignan los libros que emplean, en nuestro andlisis hemos utilizado los 210 centros
publicos que han consignado los libros que emplean y los 109 centros privados ubicados en las
capitales de provincia que igualmente han consignado los libros que utilizan. Esta pagina fue
consultada por Gomez (2014), para el curso 2011/12. Hemos obtenido los resultados que se
presentan en la tabla 1:

Con estos datos tenemos que las editoriales mas usadas en los centros publicos son Anaya y
Santillana, seguidos por Oxford y Brufio, y en los centros privados las editoriales mayoritarias
son SM y Anaya.

En consecuencia, utilizaremos en nuestro estudio los libros de los cuatro cursos de Anaya
(472), SM (363) y Santillana (225). Las cifras entre paréntesis corresponden al nimero total de
centros, publicos y privados, que emplean cada editorial ( corresponden a las sumas CPy + CP,
totales de la tabla 1)
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6. Conclusiones.

Sabemos de la importancia que el profesorado no universitario, en general, concede a los
libros de texto, hecho que hemos visto constado en la investigacion didactica sobre los mismos.
También hemos visto someramente las herramientas que se pueden utilizar para el andlisis de
dichos libros y la muestra que podemaos utilizar. En consecuencia, parece razonable que desde la
educacion matematica en general, y estadistica en particular, prestemos especial atencion al
andlisis de los libros de texto en un tema como la dispersion estadistica, que ain no ha sido
realizado en el curriculum actual de la ESO.
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Resumo

Este trabalho teve como objetivo mostrar que é possivel favorecer, por intermédio
de atividades que envolvem o trabalho com projetos, as competéncias que
consideramos essenciais na Educacdo Estatistica: a literacia, 0 pensamento e 0
raciocinio estatisticos. Para tal, foi pedido aos alunos que desenvolvessem uma
ferramenta computacional simples (linguagem JAVA) de ajuda a resolucdo dos
exercicios de estatistica da unidade curricular de Matematica Computacional
(U.C.). Desta forma pretendemos comparar o desempenho dos alunos que aderiram
ao trabalho relativamente aos conceitos em causa, com o desempenho dos restantes
alunos. Pretendemos ainda avaliar a influéncia motivacional de um recurso
informatico na aprendizagem dos conceitos estatisticos. Os resultados mostram que
0s alunos que participaram no trabalho obtiveram os melhores resultados.

Palavras chave: Estatistica, Inferéncia, Software, Ensino Superior.

1. Introducéo

Na sociedade vivemos rodeados por uma quantidade de informacgdo tdo grande que ndo
podemos deixar de pensar o quanto a Estatistica nos é (til e 0 quanto esta ciéncia se vem
tornando como uma das competencias mais importantes para quem necesita de tomar decises.

A Estatistica desempenha um papel fundamental neste desenvolvimento uma vez que
proporciona ferramentas metodolGgicas gerais para analizar a variabilidade, determinar relaces
entre varidveis, desenhar as suas proprias experiénias e tomar decisdes perante situacBes de
incerteza ( Batanero, 2003). Assim, torna-se necessario que a Escola prepare os seus alunos para
pensar e refletir sobre a sociedade que os rodeia de forma critica e criativa, ndo actuando apenas
a partir de verdades adquiridas que Ihe sdo impostas (Pimenta, 2009).

Embora a Estatistica esteja associada ao crescimento e ao avango tecnoldgico, a sua
utilizacdo é reconhecida desde os tempos remotos. A chegada de computadores cada vez mais
poderosos fez com que os dados estatisticos pudessem ser tratados de uma forma mais agil e a
Estatistica se tornasse mais acessivel aos seus usuérios.

Fernandes et al. (2009) afirmam que o aluno, recorrendo ao computador, pode construir
uma simulacdo da realidade, isto é, um modelo simplificado do fenémeno em questdo,
manipulavel por ele (aluno) e condensado no tempo. O facto de os alunos utilizarem programas
de simulacdo torna possivel a exploragdo e a descoberta de conceitos que de outro modo seriam
muito mais abstratos.

A aprendizagem de uma U.C. establece por um lado uma relacdo entre o aluno e os seus
conteidos programaticos e, por outro lado uma relacéo entre o aluno e as ferramentas de ensino

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea 'y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 125-133). Granada, 2015.
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e de aprendizagem utilizadas, cumplicidade da qual podera depender o grau de implicacdo dos
alunos e consequentemente a performance dos mesmos (Simon, 2000).

A informética é uma ferramenta facilitadora da aprendizagem por permitir ao aluno,
individualmente a aquisicdo de habilidades. Em especifico, no caso das distribuicbes de
probabilidades e intervalos de confianca - area a que corresponde este trabalho — a tecnologia
computacional tem mostrado um enorme potencial para ajudar os alunos a compreender
conceitos dificeis (Ben-Zvi, 2000; Mills, 2002; Chance & Rossman 2006).

Através da simulacdo os alunos podem explorar e apreender conceitos e principios,
(distribuicBes de probabilidade e distribuicdes estatisticas) que de outra forma seriam muito
mais abstratos, contribuindo para melhorar a experiencia estocastica e a intui¢do probabilistica.
Consideramos que a tecnologia pode ajudar a visualizar e compreender as complexas relacdes
existentes entre estes conceitos.

1.1. Referencial teorico

Os autores Chance, delMas e Garfield (2004) acreditam que quando se usam simulagdes
(applets que permitem simular varios conceitos de Estatistica) os alunos envolvem-se e
interessam-se mais na aprendizagem da Estatistica. Estes autores realizaram um estudo sobre
distribuicbes amostrais com o uso de um software de simulacdo e concluiram que o facto de os
alunos fazerem experiéncias com distribuicdes amostrais de diferentes tipos de populaces e de
diferentes dimens6es ndo conduz necessariamente a uma compreensdo conceptual dos principais
conceitos em estudo.

Martinez e Martinez (2010) desenvolveram um software didatico para a formacdo do
pensamento estatistico que é utilizado desde o ano letivo 2007-2008 na disciplina de Estatistica
do curso de Agronomia da Universidade “Maximo Gomez Béaez” de Ciego de Avila (UNICA).
Segundo os autores, este recurso informatico é uma fonte de informagdo complementar aos
livros, favorece a interpretacdo dos contelidos estatisticos e motiva o aluno para o estudo. Os
investigadores tém a convicgdo que o uso do software didatico como estratégia constitui um
meio que apoia, complementa e suprime caréncias detetadas no livro de texto, além de
contribuir para a aprendizagem independente e consolidacdo dos conhecimentos dos alunos,
motivando-os e levando a mudancas de atitude perante o tema e a perceber a sua importancia
como ferramenta de analise na resolucéo de problemas.

Cazares (2010) elaborou um artigo onde apresenta uma proposta alternativa para o ensino e
aprendizagem da estimacdo de pardmetros por intervalos de confianca baseada na utilizacdo de
software (Fathom e Excel). O modelo utilizado no trabalho utiliza os principios teéricos para
criar Ambientes de Aprendizagem para 0 Pensamento Estatistico (AARE) definidos por
Garfield e Ben-Zvi, (2008) e Cobb e McClain, (2004). Estes principios baseiam-se num modelo
construtivista e no uso de tecnologia na pratica de ensino com o propoésito de estimular os
estudantes a construir o seu conhecimento mediante atividades que lhes proporcionem
oportunidades de pensar, raciocinar e refletir sobre a sua aprendizagem, e, além disso,
conduzindo a discussdo e reflexdo com os colegas da turma. No final do estudo o investigador
concluiu que o uso da tecnologia (computadores) permitiu uma atividade cognitiva de maior
nivel do que o uso “fastidioso” mediante o célculo de férmulas. Ele considerou que a
investigacdo conduziu a indicios positivos, mas que seria necessario aprofundar com outros
estudos.

Filgueira, Carvalho, Figueiredo e Dantas (2007) efetuaram uma pesquisa com alunos da
disciplina de Estatistica Aplicada do curso superior de Tecnologia em Gestdo Ambiental do
Centro Federal de Educacdo Tecnoldgica-CEFET/RN, tendo como objetivo avaliar uma
metodologia de ensino orientada para projetos e também o grau de satisfacdo do aluno no que
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diz respeito a importancia da referida disciplina para o curso. Em relacdo aos resultados, 0s
autores destacam uma melhoria na aprendizagem dos alunos, sendo a metodologia utilizada
eficaz.

2. Metodologia

Para atingir os fins propostos foi pedido aos alunos na U.C. de Matematica Computacional,
do primeiro ano da Licenciatura em Engenharia Informatica do Instituto Superior de Engenharia
do Porto, com cerca de 386 alunos inscritos no ano letivo 2013/14 que realizassem um trabalho
(Figura 1), cujo objetivo seria o desenvolvimento de uma aplicacdo computacional simples
(linguagem JAVA), de apoio a resolucdo de alguns problemas de Estatistica, nomeadamente
envolvendo distribuicbes Binomial e Poisson, e ainda intervalos de confianca para grandes
amostras.

Os conceitos estatisticos foram lecionados em 4 aulas tedricas (4h) e em 4 aulas teérico
préticas (6h), onde os alunos resolveram exercicios praticos com a ajuda da méaquina de calcular
e de tabelas/formulérios de Estatistica.

2.1. Avaliacdo do trabalho de grupo

Este trabalho facultativo destinou-se a grupos de 4 ou 5 alunos. Cada grupo elaborou um
relatério com um maximo de 15 paginas onde constavam exemplos de aplicacdo a problemas
dados nas aulas TP relativamente as alineas (a) e (b) do enunciado (Figura 1). Cada grupo
implementou o codigo das subrotinas que calculavam os itens pedidos em (a) e (b) (Figura 1).
Este codigo foi apresentado em anexo ao relatério. Depois de terminado o prazo de entrega,
cada grupo reuniu com o docente para fazer uma demonstracdo da sua aplica¢do. O prazo de
entrega dos relatérios foi de aproximadamente um més e meio e estes foram colocados na
plataforma Moodle. Foi atribuida uma bonificacdo no méaximo de 1 valor em 20 aos alunos que
realizaram este trabalho.

Trabalho de MATCP: Desenvolvimento de uma ferramenta computacional simples
(linguagem JAVA) de ajuda a resolucdo dos exercicios de estatistica da U.C. de
MATCP.

Objetivo: Pretende-se o desenvolvimento de uma aplicacdo computacional simples
(linguagem JAVA) de apoio a resolucdo de alguns problemas de estatistica no &mbito da
UC, nomeadamente:

a. Caélculo das probabilidades em distribuicdo Binomial e distribuicdo de Poisson;
b. Determinacdo de intervalos de confianca para grandes amostras:
b1l. Para a média de populagfes Normais;
b2.Para diferenca de médias de populaces Normais.
b3.Para proporcdes e diferenga de proporgoes.
Figura 1. Enunciado do trabalho

A avaliacdo deste trabalho teve em conta o0s seguintes critérios de validacdo:
executabilidade do trabalho; valores de probabilidade coerentes; média e desvio-padréo dentro
dos padrdes das respetivas distribui¢bes e apresentacdo do relatorio.
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Depois de analisados os trabalhos concluimos que de um modo geral os alunos
cumpriram 0s objetivos propostos. E de salientar que um dos grupos excedeu as
espetativas ao desenvolver uma aplicacdo privada, para Android, do trabalho proposto.

2.2. Motivacao para a utilizagdo de recursos informaticos

Para avaliar esta componente foi realizado um questionario anénimo e facultativo com o
objetivo de recolher a opinido dos alunos sobre o trabalho realizado, contemplando a
implementagdo de uma ferramenta computacional de ajuda a resolucdo de problemas que
envolvam conceitos de Estatistica assim como o incentivo ao estudo e aprendizagem dos
conceitos. Este questionario é apresentado no anexo A. O questionario foi colocado no “Google
docs”, no final do semestre e simultaneamente foi enviado um email aos alunos, no sentido de
os informar da disponibilidade do mesmo e do tempo permitido para o seu preenchimento.

3. Analise de resultados
3.1. Analise do questionario

Dos 386 alunos 102 participaram no trabalho proposto e desses 63 responderam a um
questionario (Anexo A) sobre a motivagdo dos alunos para este tipo de trabalho.

Os resultados globais dos questionarios anonimos e facultativos realizados pelos 63 alunos
do ano letivo 2013/14, revelam que a grande maioria dos alunos (54,8% mais 32,3% - Figura 2)
concorda que a programacao dos modelos estatisticos contribui de forma significativa para a
consolidacdo dos seus conhecimentos, o que também se oberva quanto a facilidade na
apendizagem destes conceitos (Figura 3).

Programar os modelos estatisticos contribuiu para consolidar o
conhecimento sobre eles

100,0%

75,0%
54,8%
50,0%

25,0%

0,0

Discordo Discordo  Ndo concaordo  Concordo Concordo
plenamenle nem discor do plenaimenle

Figura 2. Programar os modelos estatisticos contribuiu para consolidar o conhecimento
sobre eles.
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Programar os modelos facilitou a aprendizagem
100,0%
75,0%
54,0%
50,0%
21,0%
25,0% 15.9%
1,6% 1,6% .
0,0% — T T T
Discordo Discordo  N3o concordo  Concordo Concorda
plenamente nem discordo plenamente

Figura 3. Programar os modelos facilitou a aprendizagem

O trabalho proposto revelou-se importante no seu relacionamento com diferentes unidades
curriculares (52,4% + 31,7% - Figura 4) e o aumento da frequencia da realizacdo do mesmo é
tido como um ponto importante na aprendizagem voluntaria e direta do aluno (52,4% + 36,5% -
Figura 5).

E importante relacionar o trabalho de diferentes unidades
curriculares

75,0%

52,4%
50,0%

31,7%

25,0%

12,7%

1,6% 1,6% .
0,0%

Discordo Discordo Ndo concordo  Concordo Concordo
plenamente nem discordo plenamente

Figura 4. E importante relacionar o trabalho de diferentes unidades curriculares

Com o objetivo de complementar esta analise efetuou-se uma comparacéo entre dois grupos
de alunos que se diferenciam pelo facto de frequentarem a U.C. pela primeira vez (Sim/N&o) e
a sua influéncia nas respostas as diferentes questdes propostas. Realizou-se um teste de Mann-
Whitney que revelou ndo existirem diferencas significativas entre os dois grupos conforme p-
valures que variam entre 0,126 e 0,719. Logo, a frequéncia pela primeira vez ndo é
caracteristica diferenciadora nas questées em analise.
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Este tipo de trabalho deve ser efectuado mais vezes

75,0%

52,4%

50,0%
36,5%

25,0%
9,5%
LN

0,0%

Discordo Ndo concordo nem Concordo Concordo
plenamente discordo plenamente

Figura 5. Este tipo de trabalho deve ser efetuado mais vezes

3.2 Andlise das Classifica¢fes dos alunos

Para avaliar o impacto do trabalho compararam-se as classificacfes dos alunos na prova de
Estatistica que realizaram o trabalho proposto com as daqueles que ndo participaram.
Observando a Tabela 1 (tabela obtida com aplicacdo do package SPSS) concluimos que os
alunos que participaram no trabalho proposto obtiveram resultados superiores aos daqueles que
ndo participaram.

Tabela 1. Classificaces finais na U.C. de Estatistica

TrBonif. N Mean Std. Deviation Std. Error Mean

Nota Final 0 284 14,361 4,2189 0,2503
1 102 16,071 2,736 0,2709

Tabela 2. Testes de Levene e t-student (Nota final)

Levene's Test  t-test for
for Equality Equality

of of Means
Variances Mean difference
F Sig. t Df Sig. Mean Std. 95%
(2-tailed) Difference Error Difference  Confidence
Interval
Lower Upper
Equal variances 12,653 0 -3,812 384 0 -1,7093 0,4484 -2,5909 -0,8278
assumed
Equal variances -4,634 275,466 0 -1,7093 0,3689 -2,4355 -0,9832

not assumed

Os resultados sdo estatisticamente significativos conforme podemos observar na Tabela 2.
Foi realizado um teste de Levene para averiguar a igualdade das variancias dos dois grupos (
realizagdo de trabalho - Sim/N&o) que com um p_value de 0 (<0,05) leva a rejeicéo da hipdtese
nula de serem iguais. Concluimos que as variancias dos dois grupos sdo diferentes. Para
averiguar se a diferenca amostral entre os dois grupos é estatisticamente significativa foi
efetuado um teste t_student para amostras independentes (Tabela 2.). O resultado deste teste
indica que se pode rejeitar a hipotese nula de terem médias semelhantes (p_value=0<0,05).
Como se pode observar no intervalo de confianca (95%) a diferenca varia entre -2,44 e -0,99,
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com vantagem para os alunos que realizaram o trabalho. Em resumo podemos concluir que os
resultados amostrais podem ser extrapolados para a populacédo estabelecendo que os alunos que
realizam os trabalhos tém classificagdes significativamente melhores do que 0s que nao o
realizam.

4, Conclusoes

Tal como relatam os estudos de Filgueira, Carvalho, Figueiredo (2007) neste estudo também
destacamos uma melhoria na aprendizagem que se refletiu nas classificagGes obtidas na prova
de Estatistica. Face aos resultados obtidos no questionario e nas classificagdes dos alunos na
prova de Estatistica, é nossa opinido que a utilizacdo de este tipo de trabalho motivou os alunos
para uma melhor aprendizagem dos conceitos de Estatistica. Os resultados vém de encontro as
conclus@es dos estudos aqui revistos.

Comparativamente com 0s estudos aqui revistos, neste estudo destaca-se o desenvolvimento
de uma aplicagdo computacional na linguagem JAVA, de apoio a resolucdo de alguns
problemas de Estatistica.

Em resumo, a andlise dos resultados do questionario mostrou que a maioria dos alunos
concorda que a programacdo dos modelos estatisticos contribui para a aprendizagem e
consolidacdo dos mesmos. Além disso, concordam que o trabalho proposto é transversal a
varias U.C. e, por esta razdo, sdo de opinido de que este tipo de estudo devera ser realizado mais
vezes.

Perante os dados obtidos, recomendamos que se aplique mais vezes este tipo de trabalho,
uma vez que, além de contribuir para a aprendizagem e consolidacdo do conhecimento, motiva
os alunos levando-os a mudangas de atitude perante os conceitos de estatistica e perceber a sua
importancia na analise da resolucéo de problemas.
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Anexo A - Questionario sobre a utilizacdo de uma ferramenta computacional na
aprendizagem dos conceitos estatisticos

1. E aprimeira vez que frequento esta U.C.
0 Sim
o Naéo
2. Gosto de trabalhar em grupo
o0 Discordo plenamente
o Discordo
0 Nao discordo nem concordo
o Concordo
o0 Concordo plenamente
3. Gosto de programar em Java
o Discordo plenamente
o Discordo
0 Nao discordo nem concordo
o Concordo
o0 Concordo plenamente
4. A programacdo para mim ndo é um problema
o Discordo plenamente
o Discordo
o0 Nao discordo nem concordo
o Concordo
o Concordo plenamente
5. Todos os elementos do grupo contribuiram da mesma forma para o trabalho
o Discordo plenamente
o Discordo
0 N&o discordo nem concordo
o Concordo
o0 Concordo plenamente
6. Programar os modelos estatisticos contribui para consolidar o conhecimento sobre eles
o Discordo
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Discordo plenamente
Né&o discordo nem concordo
Concordo
o Concordo plenamente
7. Programar os modelos facilitou a aprendizagem
o Discordo
o Discordo plenamente
o0 Nao discordo nem concordo
o Concordo
o Concordo plenamente
8. A programacdo dos modelos implicou demasiado trabalho, o tempo necessario para o fazer
prejudicou o estudo
o Discordo
o0 Discordo plenamente
0 N&o discordo nem concordo
o Concordo
o0 Concordo plenamente
9. O trabalho contribui para melhorar as minhas qualidades como programador
o Discordo
o Discordo plenamente
N&o discordo nem concordo
Concordo
Concordo plenamente

o]
o]
o]

10. E importante relacionar o trabalho de diferentes unidades curriculares
o]
o]
o]
o]

[e}NelNe]

Discordo

Discordo plenamente

Naéo discordo nem concordo

Concordo

o Concordo plenamente

11. Este tipo de trabalho deve ser efetuado mais vezes
Discordo
o Discordo plenamente
o Naéo discordo nem concordo
o Concordo

o






1.

La inferencia estadistica se incluye en la actualidad la mayoria de las carreras universitarias,
y estudios de postgrado. También se introduce en Bachillerato en la especialidad en Ciencias
Sociales del Bachillerato (MEC, 2007), donde encontramos la asignatura Matematica 11

Aproximacion informal al contraste de hipotesis
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Resumen

La inferencia estadistica es una herramienta esencial en muchas ramas de la
actividad humana, por lo que su ensefianza es generalizada en la universidad y
formacion profesional, en incluso en alguna modalidad de Bachillerato. A la vez
encontramos una extensa bibliografia que critica su uso inadecuado. Ello ha
originado una linea de investigacién y desarrollo de lo que se conoce como
inferencia informal que esta cobrando un gran auge. En este trabajo se resumen las
diferentes aproximaciones actuales al contraste de hipotesis y algunas dificultades
frecuentes de comprension de la inferencia. Finalmente se muestra un ejemplo de
aproximacion informal a la ensefianza del contraste, siguiendo la metodologia de
Fisher y se analizan las condiciones para que una aproximacion informal pueda
considerarse como inferencia. Estas aproximaciones informales, bien planteadas
pueden contribuir a la educacion del razonamiento del estudiante, antes de iniciar
el estudio formal.

Palabras clave: Inferencia estadistica, errores de comprension, aproximaciones
informales, inferencia informal.

Introduccién

Aplicadas a las Ciencias Sociales, con los siguientes contenidos:

La importancia que se da a este tema se refleja en el hecho de que en las pruebas de acceso a
la Universidad de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales se ha venido proponiendo con
relativa frecuencia un problema sobre contraste de hipdtesis. Un ejemplo tipico es el siguiente,
propuesto en las pruebas de acceso en Andalucia en Junio de 2013 (prueba de reserva a),

Implicaciones practicas de los teoremas: Central del limite, de aproximacion de la binomial a la

normal y Ley de los grandes numeros.

Problemas relacionados con la eleccion de las muestras. Condiciones de representatividad.
Parametros de una poblacion. Distribuciones de probabilidad de las medias y proporciones

muestrales.

Intervalo de confianza para el parametro p de una distribuciéon binomial y para la media de una

distribucion normal de desviacion tipica conocida.

Contraste de hipotesis para la proporcion de una distribucion binomial y para la media o

diferencias de medias de distribuciones normales con desviacion tipica conocida (p. 45476).

calificado con 2.5 puntos:

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 135-144). Granada, 2015.

Problema 1: Un director sanitario sostiene que el indice de Masa Corporal (IMC) medio de los
adolescentes de su distrito no supera el nivel 25 (sobrepeso). Para contrastar su afirmacion toma una
muestra aleatoria de 225 adolescentes que da como resultado un IMC medio de 26. Sabiendo que el
IMC sigue una distribucion Normal con desviacion tipica 5 discuta, mediante un contraste de
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hipétesis con H, = x <25, si la afirmaciéon del director sanitario es correcta, con un nivel de
significacion del 5%.

Para resolver el problema, el alumno debe recordar que, para realizar un contraste de
hipotesis sobre la media de la poblacion u, ha de utilizar la media de la muestra; en este caso

x=26. También que, cuando la variable sigue una distribucién normal N(u,c) la media

muestral tiene una distribucion normal n( ﬂ,%), donde n=225 es el tamafio de la muestra. Por
n

tanto, la distribucion de la media muestral tiene como desviacion tipica

o =% __ 3 _ 5 _y33 Tipificando la variable media muestral obtenemos una

T n Y225 15

distribucion normal tipificada N (0,1): S (26 -25)x3=3

x—E(x) x-2
o- 1/3

pY

En dicha distribucion normal tipificada la probabilidad de obtener un valor 3 o superior seria
P(Z >3)=.0013. Lo razonable seria rechazar la afirmacion del director sanitario, pues si el

indice medio de masa corporal en su distrito fuese igual o menor a 25; s6lo 13 de cada 10000
muestras de 225 adolescentes darian un indice medio igual o mayor que 26. Como vemos, este
problema requiere el uso de muchos conceptos y procedimientos: muestra y poblacion, media
muestral y poblacional, distribucién de la media muestral, probabilidad condicional, hipdtesis
nula y alternativa, region de aceptacion y rechazo, distribucion normal, tipificacion, uso de las
tablas de la distribucion normal tipificada.

En realidad, la resolucion correcta de este problema no implica que el estudiante comprenda
y discrimine todos estos conceptos ni que haya adquirido suficiente razonamiento estadistico,
sino que recuerda y sabe aplicar una serie de formulas, que quizds no comprenda. Esta
ensefianza soslaya también la problematica filosofica asociada y los errores de aplicacion de la
inferencia. Ademas, presenta la inferencia frecuencial como una metodologia tnica, ocultando
las diferentes aproximaciones y las controversias que dentro de la misma estadistica ha tenido la
inferencia (Batanero, 2000). En lo que sigue analizamos las aproximaciones mas importantes a
la inferencia, los errores mas comunes en su interpretacién y un ejemplo en que aplicamos el
enfoque didactico denominado inferencia informal (ver, por ejemplo, Rubin, Hammenran y
Konold, 2006; Zieffler, Garfield, delMas y Reading, 2008; Rossman, 2008) analizando las
condiciones para que dicho enfoque constituya en si mismo una verdadera inferencia estadistica.

2. Inferencia estadistica: diferentes aproximaciones

La inferencia estadistica se cred como respuesta al problema consistente en obtener un
conocimiento general (una nueva teoria cientifica) a partir del analisis de casos particulares
(induccion empirica). Esto es, nace con la blsqueda de métodos que permitan justificar el
razonamiento inductivo y la extension de sus conclusiones, problema de gran importancia en las
ciencias empiricas. Este problema ha ocupado a los fildésofos y estadisticos por largo tiempo, sin
que se haya obtenido una solucion aceptada por consenso (Cabria, 1994; Rivadulla, 1991).

En el problema descrito el director sanitario quiere probar que el indice de masa corporal de
los adolescentes en su distrito es adecuado, es decir, no supera el valor fijado de 25. Para
comprobar si esta hipdtesis es cierta, obtiene una muestra aleatoria de adolescentes en su
distrito, los pesa y calcula el IMC medio. Como estos adolescentes son una muestra de todos los
posibles en el distrito, estamos en un caso de razonamiento inductivo, porque queremos
generalizar lo observado en casos particulares (la muestra) a algo mas general (la poblacion).
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(,Como podriamos validar una generalizacion inductiva a partir de datos empiricos?

Popper (1967) propuso aceptar una teoria como provisionalmente cierta frente si, a pesar de
numerosos intentos, no se consigue refutarla. Este autor sugirié poner a prueba las hipdtesis
cientificas, mediante experimentos u observaciones y comparar los patrones deducidos de la
teoria con los datos obtenidos. La teoria seria provisionalmente confirmada si los datos
recogidos siguiesen estos patrones. En el ejemplo dado, si al medir el IMC en muestras
sucesivas de adolescentes, siempre obtenemos un IMC medio dentro del rango esperado (menor
que 25), se acepta la afirmacion del director sanitario. Pero es importante ver que esta
aceptacion es solo provisional. La confirmaciéon de una teoria a partir de datos empiricos nunca
es definitiva, porque los datos futuros podrian contradecirla. Asi, basta que en una muestra el
IMC sea muy alto para que no pueda sostenerse la afirmacion del director sanitario. En cambio,
si los datos del experimento se apartasen del patron esperado, la teoria seria refutada, por lo que
el rechazo de la hipétesis tiene mayor fuerza que su confirmacién (basta que en una Unica
muestra, como ha pasado al resolver el problema, los datos contradigan al director sanitario).

Estas ideas de Popper tuvieron una gran influencia en el desarrollo de la inferencia
estadistica. Ya que mediante un razonamiento inductivo no es posible llegar a la certidumbre de
una proposicion (verdad cierta), diversos autores intentaron calcular la probabilidad de que una
hipotesis sea cierta (verdad probable) (Ridadulla, 1991; Batanero, 2000).

2.1. Probabilidad de una hipétesis e inferencia bayesiana

Es importante resaltar que la probabilidad de una hipotesis no tiene sentido en inferencia
clasica frecuencial, donde la probabilidad se interpreta como limite de la frecuencia relativa en
un gran numero de repeticiones independientes de un experimento. La razén es que una
hipotesis sera cierta o falsa siempre; no puede ser cierta un porcentaje de veces en una serie de
pruebas. En el ejemplo dado o es cierto o es falso que el IMC medio en la poblacion no supera
el valor 25.

Sin embargo, es posible asignar una probabilidad a las hipodtesis dentro del marco de la
inferencia bayesiana, donde la probabilidad se concibe como un grado de creencia personal que
oscila entre O (falsedad absoluta) y 1 (certeza absoluta) (Gingerenzer, 1993; Lecoutre &
Lecoutre, 2001). Es decir, si pedimos al director sanitario que nos exprese en una escala 0-1 su
grado de creencia en que el IMC de los adolescentes no supera el valor 25, el director podria
decirnos que su grado de creencia es .9. Podemos interpretar esta probabilidad subjetiva como
una apuesta: el director sanitario esta dispuesto a apostar 9 frente a 1 su afirmacion. Para ¢l hay
9 posibilidades de que el indice sea menor o igual a 25 a que supere este valor. De hecho, en la
inferencia bayesiana podemos considerar dos probabilidades diferentes para una hipotesis:

e Probabilidad inicial, grado de creencia inicial en la hipotesis antes de recoger datos de
experimentos donde se trate de poner la hipdtesis a prueba (grado de creencia en la
hipétesis antes de hacer el experimento; supongamos sigue siendo .9).

e Probabilidad final, grado de creencia en la hip6tesis una vez se han recogido los datos. El
teorema de Bayes servira para combinar la probabilidad inicial con los datos y llegar a la
probabilidad final de la hipotesis. Si el experimento tiene éxito, puede que cambie mi
grado de creencia a .95. Si, como en el caso del problema, fracasa, el grado de creencia
disminuye. No explicaremos como se llega a la probabilidad final, pero el lector
interesado puede consultar el material de Diaz (2005).

Como la probabilidad subjetiva expresa un grado de creencia personal, otras personas, segun
su conocimiento podrian asignar inicialmente diferente probabilidad subjetiva a una hipotesis.
En el ejemplo dado, se podria dar una probabilidad inicial .5 si no se tienen motivos para
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aceptar o rechazar la afirmacion del director sanitario. El teorema de Bayes corrige poco a poco
las diferentes asignaciones iniciales cuando aumentamos el tamafio de la muestra, de forma que
se tiende a una probabilidad final no muy diferente, si la muestra es grande, aunque las
probabilidades iniciales varien.

2.2. El test de significacion: refutacion empirica de una hipotesis

Dentro de la inferencia frecuencial hay dos concepciones sobre los contrastes estadisticos:
(a) las pruebas de significacion, que fueron introducidas por Fisher y (b) los contrastes como
reglas de decision entre dos hipotesis, que fue la concepcion de Neyman y Pearson. Estas
aproximaciones no se diferencian en lo que concierne a los calculos, pero si en sus objetivos.

El test de significacion fue propuesto por Fisher en su libro “The design of experiments”,
publicado en 1935, es un procedimiento que permite rechazar una hipdtesis, con un cierto nivel
de significacion. Fisher introduce su teoria de las pruebas de significacion, que resumimos en lo
que sigue.

Supongamos que se quiere comprobar si una cierta hipotesis H, (hipotesis nula) es cierta. Se
suele tomar como hipoétesis nula o de no efecto la contraria de la que se pretende probar. (En
nuestro ejemplo, la hipotesis nula seria que el IMC medio no supera el valor 25). Generalmente
la hipotesis se refiere a al valor supuesto de un parametro, pero no se tiene acceso a toda la
poblacion, sino s6lo a una muestra de la misma. En el ejemplo, estamos interesados en el IMC
medio u en toda la poblacion de adolescentes, pero solo podemos tomar una muestra;

calcularemos la media x en la muestra y lo compararemos con el supuesto en la poblacion.

Para poner la hipotesis a prueba se organiza un experimento aleatorio asociado a Hy y se
considera un cierto suceso S que puede darse o no en este experimento (obtener un valor de la
media en la muestra muy improbable de ser cierta la hipétesis). El experimento en el ejemplo
seria recoger la muestra aleatoria de 225 adolescentes y calcular la media de su IMC.

Se sabe que si Hy fuese cierta (si el IMC medio en la poblacion no supera el valor 25), hay
muy poca probabilidad de que ocurra S (obtener un valor medio en la muestra muy alejado de
25). Realizado el experimento ocurre precisamente S, pues al tipificar el valorx =26 se ve que
es muy improbable. Hay dos posibles conclusiones:

e Bien la hipotesis Hj era cierta y ha ocurrido S, a pesar de su baja probabilidad (pues un
suceso improbable no es imposible).

e Bien la hipotesis Ho era falsa.

Al igual que en el ejemplo, generalmente el experimento consiste en tomar una muestra de
la poblacion sobre la que se realiza el estudio y calcular un estadistico, que establece una
medida de discrepancia entre los datos y la hipotesis. Al comparar la media en la muestra en
nuestro ejemplo con la media supuesta de medias en la poblacion podemos medir la
discrepancia entre datos e hipotesis.

El razonamiento que apoya un test de significacion parte de la suposicion de que la hipotesis
nula es cierta. En dicho caso, el estadistico define una distribucién muestral, al variar los datos
aleatoriamente (Cabria, 1994; Batanero, 2000). En nuestro caso, al tipificar la media muestral
podemos usar la distribucion normal N (0,1) para calcular la probabilidad de obtener un valor
igual o mayor que 3 (valor obtenido en la tipificacion). Trabajamos con P(Z >3) en vez de con
P(Z =3) porque este ultimo valor es siempre igual a cero y para tener en cuenta también los

casos mas extremos que el observado.

En resumen, un test de significacion efectiia una division entre los posibles valores del



139 Segundas Jornadas Virtuales en Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria

estadistico en dos clases: resultados estadisticamente significativos (para los cuales se rechaza la
hipétesis) y no estadisticamente significativos para los cuales no se puede rechazar la hipdtesis
(Ridavulla, 1991). En el enfoque de Fisher el interés es rechazar la hipdtesis nula; pero no se
identifica una hipoétesis alternativa concreta (Batanero y Diaz, 2006). Tampoco hay un criterio
estandar sobre qué es un “suceso improbable”. El valor de la probabilidad por debajo de la cual
rechazamos la hipoétesis (nivel de significacion) lo fija el investigador segun su juicio subjetivo
y su experiencia. Suele ser comiin tomar un nivel de significacion o=.05.

2.3. El contrastes de hip6tesis de Neyman y Pearson: regla de decision entre dos
hipétesis

Neyman y Pearson por su parte estaban interesados en el contraste de hipdtesis como un
proceso de decision que permite elegir entre una hipotesis dada H, y otra hipotesis alternativa
H; (Rivadulla, 1991). Este enfoque tiene mas sentido cuando se trata de una prueba que se repite
muchas veces en las mismas condiciones. Supongamos, por ejemplo, un contexto de control de
calidad: Estamos en un proceso de llenado de paquetes de azucar de 1 kg. Suponemos una
distribucion normal N (0,1). Estamos interesados en diferenciar entre dos hipotesis:

Hy: El proceso esta controlado. Los paquetes tienen un peso medio de 1kg

H,;; Se ha descontrolado el proceso. Los paquetes tienen un peso medio mayor o menor de 1
kg.

Por ello contemplan dos posibles decisiones respecto a Hj: rechazar esta hipotesis,
asumiendo que es falsa y aceptando la alternativa, o abstenerse de esa accion. Las dos
situaciones implican un coste: Si el proceso estd descontrolado y supongo que es correcto,
puedo estar vendiendo mas o menos peso del que cobro; aunque vender un menor peso podria
parecer no grave, puedo perder mi calidad o mi imagen. Si el proceso funciona bien, entonces si
supongo que se ha descontrolado y paro la produccion para arreglar la maquinaria, tengo un
coste innecesario. Todos los dias, para control de calidad tomo una muestra de 30 paquetes y los
peso; cada dia repito el contraste de hipotesis para ver si paro o no la produccion. Solo peso los
30 paquetes (uso una muestra), pues seria muy caro pesarlos todos.

Al tomar una de estas decisiones sobre las hipotesis (decidir si el proceso esta controlado o
no) a partir de los resultados del contraste (del peso medio de los paquetes en la muestra) se
consideran dos tipos de error:

e Error tipo I: Rechazar una hipétesis nula cuando es cierta (Parar el proceso de
produccion, cuando el proceso estd controlado). Se suele establecer un nivel de
significacion a que asegura que la probabilidad de cometer este tipo de error sea menor
que un nimero preestablecido. Generalmente se trabaja con o=.05.

e FError tipo II: Aceptar una hipdtesis nula que de hecho es falsa (considerar que el proceso
esta controlado, cuando no lo estd). Beta () es la probabilidad de cometer este tipo de
error y su complemento (1 — /) la potencia del contraste. Mientras que a es un nimero
preestablecido, f es variable, porque su valor depende del valor del parametro
(generalmente desconocido). En el ejemplo, dependera del verdadero valor del peso
medio del paquete. Por ejemplo, si en vez de envasar 1 kg. el proceso fabrica paquetes de
999 gramos, la probabilidad de error tipo II es alta, porque hay poca diferencia entre el
peso medio real del paquete y el supuesto. La media de la muestra sera muy cercana a
1kg. Pero si estamos fabricando paquetes de 1200 gramos, el peso medio de 30 paquetes
serd muy cercano a 1200 gramos y sera dificil suponer el proceso controlado (hacer
errores tipo II).

Una vez definidas las hipotesis nula y alternativa y fijada la probabilidad de cometer error
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tipo I, se toma una muestra (30 paquetes). Calculado el estadistico (peso medio en la muestra),
se toma la decision de rechazar o no rechazar la hipotesis nula, comparando la probabilidad de
obtener un valor igual o mas extremo que el valor del estadistico (valor p) con el nivel de
significacion.

3. Errores frecuentes en la interpretacién del contraste de hip6tesis

Son muchos los errores e interpretaciones incorrectas del contraste de hipotesis, incluso en
los trabajos de investigacion, situacion que ha sido observada desde hace tiempo (Falk &
Greenbaum, 1995; Batanero, 2000; Harradine, Batanero y Rossman, 2011).

Un concepto que se suele comprender erroneamente es el nivel de significacion a. Como se
ha indicado, es la probabilidad de rechazar la hipotesis nula, supuesta cierta. En forma
simbolica: « = P(Rechazar H, | H, es cierta) . Supongamos que trabajamos con un valor 0=.05 o

del 5 %. Esto quiere decir que si H, es cierta, la rechazamos 5 de cada 100 veces, o lo que es lo
mismo en 100 dias que hagamos el control de calidad y en los cuales el proceso esté controlado,
pararemos el proceso innecesariamente 5 dias.

La interpretacion erronea mas comun del nivel de significacion consiste en cambiar los dos
términos de la probabilidad condicionada en la expresion anterior, es decir, interpretar o como
la probabilidad de que la hipotesis nula sea cierta, una vez que la decision de rechazarla se ha
tomado, esto es, suponer que « = P(Hes cierta | se ha rehazado H,, )

Por ejemplo, Birmmbaum (1982) pidi6 a sus estudiantes que definiesen el nivel de
significacion. La respuesta mas frecuente fue: “Un nivel de significacion del 5% significa que,
en promedio, 5 de cada 100 veces que rechacemos la hipotesis nula estaremos equivocados”.
En la investigacion de Falk (1986) la mayoria de sus estudiantes creian que o era la probabilidad
de equivocarse al rechazar la hipétesis nula. Vallecillos (1994) también encontrd este error en
una investigacion con mas de 400 estudiantes en la Universidad de Granada; y el error se repetia
en diferentes tipos de estudiantes (por ejemplo, de medicina, ingenieria o psicologia).
Resultados similares fueron encontrados por Krauss y Wassner (2002) en profesores de
universidad responsables de la ensefianza de métodos de investigacion.

En los contrastes de hipdtesis también se confunden las funciones las hipdtesis nula y
alternativa. Es decir, algunos estudiantes piensan que la hipotesis nula es la que queremos
demostrar (no la que queremos rechazar). Posiblemente se deba esta creencia a que en
matematicas casi siempre se trata de probar una hipoétesis (aunque en el método de reduccion al
absurdo se trata de rechazarla).

Vallecillos (1999) describi6 cuatro creencias distintas en sus estudiantes sobre el tipo de
prueba de que proporciona el contraste de hipotesis:

a. EIl contraste de hipdtesis es una regla que te ayuda en la toma de decisiones; esta
creencia seria correcta y refleja el método de Neyman y Pearson, donde queremos
decidir entre dos hipotesis.

b. El contraste procedimiento para la obtencion de apoyo empirico a la hipdtesis de
investigacion. Esta vision también es correcta y refleja la propuesta de Fisher, donde
solo se repite el contraste una vez (se hace un experimento).

c. El contraste de hipdtesis es una prueba probabilistica de la hipotesis. Permite calcular la
probabilidad de que una hipétesis sea cierta. Esta creencia seria cierta s6lo cuando
aplicamos inferencia bayesiana y ademas se trataria de una probabilidad subjetiva
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(personal) o grado de creencia. Cuando trabajamos el método de Fisher o de Neyman y
Pearson esta creencia es falsa pues, como hemos dicho, la probabilidad de una hipétesis
no tiene sentido en inferencia frecuencial.

d. El contraste estadistico es un método matematico; como tal, y al ser la matematica una
ciencia exacta, al finalizar hemos probado la verdad o falsedad de una hipotesis. Esta
creencia es siempre erronea; la tienen algunos alumnos que tienen poca base matematica
y una fe ciega en las matematicas. Suelen tener dificultades de comprension, aprenden
el céalculo de memoria y piensan que el resultado debe ser cierto o falso. Falk y
Greenbaum (1995) sugieren que esta creencia se debe a la existencia de mecanismos
psicologicos; algunas personas desean minimizar la incertidumbre en la decision y
suponen que la obtencion de un resultado estadisticamente significativo les ayuda a ello.

La creencia de que rechazar la hipdtesis nula supone demostrar que es errénea, también se
encontrd en la investigacion por Liu y Thompson (2009) al entrevistar a ocho profesores de
secundaria, que parecian no comprender la logica de la inferencia estadistica. Liu y Thompson
observan que las ideas de probabilidad y atipicidad son fundamentales para comprender la
logica de la prueba de hipotesis, donde se rechaza una hipdtesis nula cuando una muestra de esta
poblacion se considera lo suficientemente atipica si la hipotesis nula es cierta. También hay que
comprender el muestreo como un sistema de ideas interrelacionadas; seleccion al azar,
replicacion, variabilidad y distribucion. Mientras que comprender la idea de muestra aleatoria
simple es fundamental, probablemente es mas importante entender que cada muestra es s6lo una
de las posibles entre las que podrian haberse elegido (Saldahna & Thompson, 2002).

4. Una aproximacion informal al contraste de hipédtesis

La complejidad del razonamiento sobre el contraste de hipdtesis es evidente, dada la
diversidad de conceptos implicados que el alumno ha de comprender y discriminar: Poblacion y
muestra, estadistico y parametro, hipotesis (nula y alternativa para el contraste de Neymann y
Pearson), nivel de significacion, valor-p, potencia, region critica y de aceptacion.

No es extraflo que actualmente observemos algunas propuestas de acercarse de manera
informal al contraste de hipotesis. Estas propuestas tratan de introducir algunas de las ideas
principales y el razonamiento del contraste y, a la vez, liberar al alumno de los célculos
asociados, recurriendo a la simulacion. De acuerdo a Rossman (2008) una inferencia estadistica
es una conclusion que extiende un resultado observado en unos datos a un contexto mas amplio
(poblacion) y debe estar justificado por un modelo de probabilidad que ligue los datos a este
contexto mas amplio. A continuacion resolveremos el problema 1 utilizando la simulacién, en
vez de las tablas de la distribucion normal. Seguiremos el método de Fisher, es decir, no nos
preocupamos de la hipotesis alternativa o el error tipo II y ademas suponemos que unicamente
nos interesa hacer una vez el contraste. Utilizaremos el simulador de la distribucion muestral de
la media disponible en: www.rossmanchance.com/applets/SampleMeans/SampleMeans.html
(coleccion de Rossman y Chance). Otro simulador semejante puede descargarse de
http://www.tc.umn.edu/~delma001/stat _tools/software.htm y es también sencillo construir un
simulador de medias muestras con Excel.

Para resolver el problema con ayuda del simulador, el alumno también debe recordar que,
para realizar un contraste de hipotesis sobre la media de la poblacion u, ha de utilizar la media
de la muestra; en este caso x =26. Pero no ha de realizar cilculo formal de probabilidad; por
tanto no necesita recordad la formula de la desviacion tipica de la media, la formula de
tipificacion o la lectura de la tabla de la distribucién normal y el problema se simplifica
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bastante.
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Figura 1. Simulacion de la distribucion muestral en el problema 1 (500 muestras)

En el simulador unicamente tiene que introducir el dato supuesto de la media de la
poblacion, 4=26 y de la desviacion tipica o=5. El programa representa la grafica de la
distribucidon supuesta en la poblacion (ventana izquierda superior). A continuaciéon se pide
extraer muestras; hay que dar el tamafio de la muestra n=225. En la ventana superior derecha
aparece la Ultima muestra extraida y la distribucion tipificada debajo de ella. En la ventana
inferior izquierda aparece la distribucion empirica de la media muestral que se va completando
segin se repite la simulacion de extraccion de muestras (nosotros hemos pedido simular 500
muestras, cada una de 226 elementos). Podemos también pedir al simulador que cuente el
nimero de muestras con valor igual o superior al dado para nuestra muestra en el supuesto dado
por enunciado del problema (media superior a 26). De hecho, en nuestra simulacién sélo hemos
obtenido 1 entre 500 con media igual o superior a 26. La simulaciéon nos proporciona una
estimacion de la probabilidad de obtener este suceso, si la hipotesis nula fuese cierta. Dicha
probabilidad (valor p) sera:

Valor p= P(x > 26) | H, cierta) = 5% =.002

Observamos una ligera diferencia de esta estimacion de la probabilidad con la probabilidad
exacta, calculada en el apartado 1. Ello es debido a que, en vez de utilizar la distribucion exacta
de la media muestral, estamos simulandola; por tanto, introducimos un pequefio error en el
calculo. Sin embargo, si el numero de simulaciones, como en el ejemplo, es alto, los valores
exactos y estimados de la probabilidad son muy parecidos.

En consecuencia, la simulacion (en vez del calculo formal) puede utilizarse al comenzar la
ensefanza del contraste de hipdtesis para poder concentrar al alumno en el aprendizaje de la
logica del proceso y en los conceptos que, todavia necesita: muestra y poblacion, media
muestral y poblacional, distribucion de la media muestral, hipotesis nula, valor p. Es importante
hacer ver al alumno que el valor p viene dado por una probabilidad condicional, porque para
estimarlo estamos suponiendo que la hipotesis nula es cierta. Esto es sencillo, pues utilizando el
mismo simulador podemos cambiar la hipdtesis de partida; por ejemplo, suponer que la media
de la poblacion u=25.5. En este caso, repitiendo la simulacion obtenemos 28 muestras con IMC
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medio igual o superior a 26.

- 28
Valor p= P(x 2 26)| p1=25,5) = —— =.056
alor p=P( )| u =200

Esta probabilidad sigue siendo pequefia, pero no tanto como antes. Si se hubiera fijado como
limte a=.05 para rechazar la hipotesis nula, en este caso no se podria rechazar la hipdtesis; si la
media de la poblacion fuese 25.5, no seria ya tan raro obtener un IMC en la muestra igual a 26.

5. Algunas reflexiones

La gran cantidad de errores identificados en la practica del contraste de hipotesis sugiere que
no es suficiente ensefiar a los estudiantes sobre las reglas y conceptos con el fin de llegar a una
comprension suficiente de este tema. Es claro que la ensefianza actual de la estadistica no
mejora las intuiciones y que contamos con recursos para mejorar la situacion. Numerosos
applets interactivos, como el utilizado en este trabajo proporcionan hoy un entorno dindmico y
visual en el que los estudiantes pueden concretizar y visualizar el muestreo aleatorio, el
concepto de distribucion muestral y su estimacién empirica. Dada la dificultad de integrar los
conceptos involucrados en la inferencia estadistica, tiene sentido sugerir que estas ideas deben
ser desarrollados progresivamente en la mente de los alumnos, comenzando ya desde la
educacion secundaria, con actividades de simulacion de muestras aleatorias. Los conceptos de
estimacion puntual y de intervalos de confianza también pueden ser introducidos con una
metodologia similar.

Es importante también que el profesor comprenda los limites y no so6lo las posibilidades de
la simulaciéon. La simulacion introduce un error de estimacion afiadido a los errores
tradicionales en el estudio del contraste de hipotesis (errores tipo I y II) o en los intervalos de
confianza (complementario del coeficiente de confianza). Simultdneamente, es importante que
el profesor enfatice los pasos requeridos en el procedimiento de contraste, discuta con los
estudiantes la naturaleza de las probabilidades que calcula (condicionales), asi como la
interpretacion correcta de las probabilidades de error. Desafortunadamente, algunas propuestas
didacticas sobre inferencia informal, no enfatizan suficientemente estos puntos y se limitan a
ensefiar la inferencia (informal) nuevamente como un conjunto de recetas: a) simular la
extraccion de muestras; b) formar una distribucion muestral empirica; c) calcular la probabilidad
de obtener el valor observado del estadistico usando esta distribucion muestral empirica; d)
tomar una decision.

Al no resaltar la naturaleza condicional del valor p, no se relaciona la probabilidad
adecuadamente con la hipdtesis supuesta y se inducen nuevamente los errores consistentes en el
cambio de términos en la probabilidad condicional que define el valor p y el nivel de
significacion. Al no explicitar los conceptos subyacentes, estos quedan sin fijarse en la mente de
los alumnos. En otras propuestas de “inferencia informal”, simplemente se pide tomar una
decision subjetiva sobre el rechazo de una hipétesis utilizando sélo procedimientos descriptivos;
lo cual no seria una verdadera inferencia estadistica. Finalmente en muchos casos, se trata de
sustituir todo el razonamiento probabilistico mediante la tecnologia, sin enfatizar los procesos
aleatorios involucrados en la simulacion. Tampoco esto seria una inferencia estadistica, pues
esta debe estar justificada por un modelo de probabilidad que ligue los datos a la poblacion
(Rossman, 2008)
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Resumen

Se presenta el andlisis de los comportamientos en una cuestién de combinatoria en
la Olimpiada Matematica de 2° ESO. El Enfoque ontosemiético y la Teoria de
situaciones didacticas en matematicas constituyen el marco tedrico para la
discusion de los resultados. Los datos se han tratado estadisticamente a partir del
analisis implicativo. Los resultados indican que los participantes disponen de
estrategias aritméticas suficientes sin necesidad de recurrir al algebra combinatoria.
No obstante, el nivel de algebrizacion mostrado por los participantes en otras
preguntas de la Olimpiada muestra una correlacion fuerte con los comportamientos
observados. Es pues la capacidad de adaptacion un elemento clave para el analisis
de las estrategias observadas y su tasa de éxito.

Palabras clave: combinatoria, nivel de algebraizacion, adaptacién a un contexto
matematico, analisis implicativo.

1. Introduccién

La organizacién de la Olimpiada Matematica de 2° ESO resulta problematica desde el punto
de vista de los contenidos matematicos susceptibles de aparecer en la prueba. La geometria,
junto con la aritmética y la medida, son tdpicos que se incluyen de forma natural, dado que el
curriculo contempla estos tépicos en bloques de contenidos especificos. No ocurre lo mismo con
la l6gica (problemas de pensar) y el azar (combinatoria y probabilidad). Ademas, la resolucion
de este tipo de problemas tiene un alto grado de dificultad, incluso para estudiantes de niveles
superiores.

Este trabajo muestra las respuestas de los participantes de la Olimpiada a una tarea de
combinatoria. El repertorio de estrategias movilizado se basa en el conteo y la representacion
analdgica; asimismo, los participantes utilizan representaciones algebraicas en distintos niveles
de algebrizacion (Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi, 2014). El tratamiento de los datos y la
obtencidn de los resultados se basan en una estadistica descriptiva y en el analisis implicativo.
La discusion de los resultados se apoya en el Enfoque onstosemiético (EOS) y en la Teoria de
situaciones didacticas en matematicas (TSDM). Los procedimientos de recuento observados y la
tasa de éxito en la ejecucion de la tarea justifican la introduccion de problemas de combinatoria
en el primer ciclo de Educacion Secundaria. Por ultimo, se deducen implicaciones para la
progresion en la adquisicion de los niveles de algebrizacion por los estudiantes.

2. Marco Tebrico

El Enfoque ontosemiotico (EOS) del conocimiento y de la instruccién matematicos situa las
practicas operativas y discursivas en el centro de la actividad matematica y de su analisis (Font,
Godino y D’Amore, 2007; Contreras, Ordofiez y Wilhelmi, 2010). En las primeras etapas, en

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea 'y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 145-152). Granada, 2015.



Atando cabos, contando circunferencias 146

tareas de recuento, la materializacion resulta esencial, ya que los estudiantes cuentan los objetos
particulares o sus representaciones ostensivas. Asignan de esta forma significado personal a la
combinatoria a partir de tareas de recuento sistematico, donde la eficacia supone la aplicacion
correcta de principios basicos del conteo (ningin elemento sin contar, ningin elemento se
cuenta por mas de una vez).

Mas adelante, cuando las tareas implican un alto nimero de casos, la representacion
ostensiva es inadecuada o resulta demasiado costosa. Se produce una ruptura de contrato, ya que
los objetos dejan de ser accesibles al conteo, siendo necesarios procedimientos basicos no-
ostensivos de conteo, donde la generalizacién y la utilizacion de intensivos son necesarios. Estas
necesidades no son evidentes, ni estan exentas de conflictos. “Cada método [de resolucion] se
vuelve rapidamente complejo e incierto cuando aumenta el tamafio de la coleccion, mientras que
el método siguiente no presenta todavia una eficacia evidente” (Brousseau, 2007, 42). Asi, el
paso de una estrategia a otra no se realiza de manera lineal (figura 1).

. //

\ \\ /'f//

\

%
Costo del
conocimiento

Variable de
complejidad

Figura 1. Progresion regular de la ensefianza sin saltos informacionales (Brousseau, 2007, 43)

En el caso de la combinatoria, la progresion regular se concreta en el paso de la utilizacion
de técnicas explicitas (contar todos los casos) a técnicas implicitas (uso de reglas, célculos y
argumentos). Asi, la practica matematica desemboca en férmulas y algoritmos. Es entonces
cuando la institucionalizacion de las nociones de permutacion, variacion y combinacion, como
instrumentos eficaces de recuento de clases de problemas, es pertinente (Wilhelmi, 2004).

En la figura 2 se representa de manera sintética este proceso, que involucra las dualidades:

e Ostensivo / no-ostensivo. De los recuentos de objetos fisicos o de sus representaciones,
(por una materializacién exhaustiva de todos los casos) se pasa al recuento de
situaciones sin el conteo constructivo de todos los casos (por un proceso de idealizacion
mediante esquemas, metaforas o agrupaciones).

e Extensivo / intensivo. De los recuentos particulares, normalmente poco numerosos, se
pasa a la identificacion de reglas de formacion de familias de casos, que involucran
procesos de particularizacion (concrecién de la regla en un caso particular) y de
generalizacion (identificacion del patron comun de varios recuentos concretos).

e Personal / Institucional. Los significados personales sirven de base para la motivacion
de los significados institucionales, que en muchos casos involucran la determinacion de
férmulas que modelizan clases de situaciones.

El proceso de generalizacion esta intimamente ligado a la utilizacion de intensivos
propio de las précticas con un componente algebraico esencial. EI EOS distingue distintos
niveles de algebrizacion (Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi, 2014), desde un nivel 0
(procedimientos exclusivamente aritméticos en ausencia del algebra) hasta un nivel 3
(consolidacién del algebra), pasando por el nivel 1 (incipiente, se emplean intensivos en tareas
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estructurales) y nivel 2 (intermedio, aparecen variables pero no se opera con ellas). Asi, la
identificacion del nivel de algebrizacién mostrado por los estudiantes es una variable que tendra
gue ser tenida en cuenta en el analisis de las realizaciones de los participantes.

Institucional

Combinatoria o

recuento sistematico

Personalizacién

Personal

Figura 2. Combinatoria o recuento sisteméatico como practica operativa y discursiva

3. Andlisis a priori

La introduccion de un problema de combinatoria o probabilidad en la Olimpiada
Matematica estd justificada por los objetivos generales de la etapa. En efecto, en primer y
segundo curso de ESO se debe promover, entre otros, la formulacion de conjeturas, la recogida
y organizacion de la informacion en tablas y diagramas y el recuento de frecuencias absolutas
y relativas, en relacion a fenémenos aleatorios sencillos (MEC, 2007). Asimismo, se fomenta la
resolucion de problemas de la vida cotidiana “de acuerdo con modos propios de la actividad
matematica, tales como la exploracién sistematica de alternativas” (p. 752), manifestando una
actitud positiva que permita al estudiante “disfrutar de los aspectos creativos, manipulativos,
estéticos y utilitarios de las matematicas” (p. 752).

Asi, aunque en el curriculo oficial de 2° ESO no se propone un apartado especifico de
contenidos de combinatoria, no se establece la limitacion para promover problemas cuya
resolucion precise de un recuento de casos. De hecho, la combinatoria como el conjunto de
estrategias para el recuento implicito de casos sin contar por exceso ni por defecto (Wilhelmi,
2004), es un contexto adecuado para la exploracion sistemética de alternativas, la formulacion
de conjeturas, la puesta en marcha de métodos de resolucion diversos y el analisis de su eficacia.

Las tareas combinatorias son complejas en todas las etapas educativas. Prueba de ello es que
estudiantes universitarios con alta preparacion matematica encuentran las dificultades
equiparables que estudiantes de bachillerato sin instruccién especifica en la materia, en la
resolucion de algunos problemas para 10s que no se precisan, a primera vista, conocimientos
matematicos sofisticados (Roa, Batanero y Godino, 2001). Es mas, los libros de texto no
presentan tareas que promuevan realmente la adquisicion de contenidos combinatorios,
quedando el estudio del tema de combinatoria aislado (Espinoza y Roa, 2013). Asi, la ensefianza
se centra en la mostracion de una clase de situaciones estereotipadas que precisan dos Unicos
pasos: a) determinacion del tipo de problemas (permutacion, variacion o combinacion, con o sin
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repeticion); b) célculo mediante una férmula.

En efecto, una institucionalizacion precoz del algebra de la combinatoria, es decir, el uso de
intensivos (algoritmos para el recuento de casos ideales) en ausencia de un significado personal
asignado al proceso de recuento, parecen ser los responsables de este fracaso. Se deben
potenciar, por tanto, las estrategias de resolucion de problemas, la enumeracién sistematica y el
uso de diagramas de arbol, sin el corsé de las férmulas combinatorias, y libre de ataduras
formalistas.

Por todo ello, en el andlisis de las respuestas de los participantes de la Olimpiada
Matematica, cabe formular las siguientes preguntas segun la competencia mostrada:

e Si un participante realiza el recuento de todos los casos, ¢qué reglas béasicas de la
numeracion, la sumay el producto se observan en la resolucion?

e Si un participante no realiza el recuento de todos los casos, ¢en qué tipo de intensivos se
apoya para afrontar la tarea?

Ademas, se indaga sobre la posible relacion entre las variables “resolucion del problema de
combinatoria” y “nivel de algebrizacion mostrado en la prueba”, estableciéndose la siguiente
conjetura: Existe una correlacion alta entre el nivel de algebrizacion mostrado por los
participantes y la eficacia en las tareas de recuento de casos.

4. El problema

Los participantes disponen de cuatro cordones indistinguibles con los que experimentar, que
pueden ser anudados de multiples formas, antes de pasar al analisis simbdlico de la situacion. Se
potencia asi la dimensidn ostensiva a partir de material manipulativo (Arimatéa y Souza, 2013):

“Abel y Belén inventan un juego. Disponen de cuatro cordones, y Abel los toma en su pufio
(figura 3). Los extremos de los cordones son visibles, tanto en la parte superior como en la parte
inferior. Sin embargo, no hay forma de saber qué extremo inferior corresponde a cada extremo
superior. A continuacion, Belén ata los extremos, los anuda de dos en dos: dos nudos en la parte
de arriba, otros dos en la parte de abajo. Por altimo, Abel suelta los cordones:

o Si los cordones aparecen en ataduras separadas, Abel gana el juego.
¢ Si los cordones aparecen en una Unica atadura, Belén gana el juego.

¢ Cual de los dos tiene mas probabilidades de ganar? ;Abel o Belén?”

Figura 3. Disposicion de los cordones

La forma en la que se atan los cordones A, B, C y D en la parte superior no influye en la
resolucion. Se considera pues una atadura particular, AB (que implica necesariamente la atadura
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CD). Abel solo gana en caso de que ate los cabos de los mismos cordones en la parte inferior,
A’B’(C’D’), mientras que Belén dispone de dos casos a favor: A’C’(B’D’) y A’D’(B’C’). Por lo
tanto, Abel gana con una probabilidad de 1/3, mientras que Belén dispone de probabilidad
doble, 2/3. El estudio de todas las ataduras posibles superiores “AB(CD), AC(BD) y AD(BC)”,
no afecta a la probabilidad final: la probabilidad de ganar de Abel es ahora 3/9 y la de Belén 6/9.

5. Resultados

Solo una décima parte de los participantes malinterpreta el enunciado, dando a entender que
el proposito del problema se ajusta al grado de dificultad de la etapa. La tabla 1 resume los
comportamientos y los tipos de resolucion observados.

Tabla 1. Tipos de resolucion observados

RES1 Interpreta correctamente el enunciado 90%
RES2  Explica el razonamiento en un discurso escrito 54%
RES3  Utiliza una tabla para el recuento de casos 18%
RES4  Utiliza representaciones analdgicas de las cuerdas 41%
RES5  Juega las partidas (estudio empirico) 5%
RES6  Contesta por intuicién global sobre el enunciado 50%
RES7  Explicita el conteo de todos los casos 51%
RES8  Realiza algun tipo de conteo implicito (argumentos, 20%

calculos para obtener los casos favorables)

El tipo de resoluciobn méas extendido contiene representaciones analdgicas en dos
dimensiones de los cordones, una descripcion del proceso de conteo y una explicacién escrita
del razonamiento. Los participantes explicitan todos los casos y dan una respuesta al problema
en funcién del namero de casos de uno u otro tipo que han encontrado (figura 4).
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Figura 4. Representaciones analdgicas y conteo de todos los casos

En menor grado, se realiza algun tipo de conteo implicito a partir de argumentos razonados
para justificar la existencia de mas casos favorables a Abel o a Belén. Este tipo de resolucion
permite encontrar al jugador con méas probabilidad de ganar, pero en algunos casos no permite
determinar la probabilidad asociada (figura 5).
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Figura 5. Tabla de casos y regla de casos favorables.

Otro tipo de resoluciones, aunque no muy extendidas, se basan en la realizacion de un

conjunto amplio de partidas para asociar una probabilidad frecuencial “en acto” (Vergnaud,
1981) (figura 6).
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Figura 6. Resolucion empirica.

El problema no se presta a ser resuelto a partir de célculos algebraicos consolidados. Prueba
de ello es que el 44% de los participantes muestran un nivel 3 de algebrizacion a lo largo de la
Olimpiada, mientras que en este problema en particular el 26% muestra un nivel 1; y el 22% un
nivel 2 (tabla 2).

Tabla 2. Niveles de algebrizacion

ALG1 Uso de flechas, cddigos y simbolos (nivel 1) 26%
ALG2 Uso de variables e indeterminadas (nivel 2)  22%
Olimpiada ALG3 Muestra nivel 3 a lo largo de la Olimpiada 44%

Problema

En cuanto al campo numérico empleado, los participantes parecen tener una ligera
preferencia sobre los nimeros naturales (NUM1, 37%) antes que los ndmeros racionales
(NUMZ2, 30%), pero no hay pruebas de que estas diferencias sean significativas.

El 43% de los participantes establece que es mas probable el suceso “Belén gana”, que el
suceso “Abel gana” (COR1). De estos participantes, Gnicamente el 13% determina la
probabilidad asociada a estos sucesos (COR?2).

El andlisis implicativo de los resultados genera un diagrama en el cual se pueden observar
relaciones entre las variables. En particular, cabe destacar que las variables COR1 y COR2
guardan una fuerte relacién con el nivel 3 de algebrizacion (ALG3) y la utilizacion del campo
numérico racional (NUM2).
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Figura 6. Andlisis implicativo

Existe una cadena de comportamientos que guardan una fuerte relacién: los participantes
que priman la argumentacion escrita del problema (RES2) muestran un nivel 1 de algebrizacion
(ALGL1). A su vez, el nivel 1 guarda relacién con las estrategias de conteo implicito (RES8), el
conteo implicito con la utilizacion de tablas (RES3), y esta Gltima con la interpretacion global
del problema (RES6). Sin embargo, estas relaciones no son transitivas, hecho que refuerza que
las relaciones ni son causales ni determinan per se un criterio para anteponer la ensefianza de un
topico con relacion a otro. Por ultimo, el empleo del campo numérico natural (NUM1) guarda
relacién directa con la interpretacion global del problema (RES6).

6. Discusion de los resultados y orientaciones para la ensefianza

Los participantes que tienen éxito en la resolucion de la tarea muestran un dominio claro del
campo numérico racional y del algebra (demuestran un nivel 3 de algebrizacion en el resto de
problemas de la Olimpiada). Sin embargo, en el problema combinatorio tratado, emplean
estrategias aritméticas y de conteo de todos los casos, junto con representaciones analégicas y
en ausencia de codificaciones complejas. Es decir, los participantes que domiinan el algebra son
asimismo conscientes de las limitaciones de su uso. El costo de la vieja técnica (aritmética) es
inferior al de la nueva (algebraica), en relacion a la complejidad de la tarea (figura 1).

Por otro lado, los participantes que utilizan un lenguaje ordinario y demuestran un nivel
inferior de uso del algebra (nivel 1 de algebraizacion en este problema de combinatoria)
emplean, de forma errénea, estrategias implicitas de conteo que no han posibilitado la obtencién
de una respuesta correcta. Este conjunto de participantes trata de resolver el problema con una
técnica no consolidada. A pesar de no tener un dominio claro del &lgebra, intentan calcular el
namero de casos favorables a partir de intensivos (operaciones, reglas y argumentos).

Tampoco dan buenos resultados ni el uso de tablas, ni una interpretacion global e intuitiva
del problema (estos participantes no dividen el problema principal en problemas mas pequefios).
En contraposicion al campo numérico racional, que aparece ligado a las variables que miden la
tasa de éxito, el campo numérico natural guarda relacion con esta comprension intuitiva y
simplista del problema.

De esta forma, el estudio sugiere que en la ensefianza del algebra se debe atender a: a) el
andlisis de su campo de uso, b) la valoracién de la eficacia y coste de sus técnicas asociadas, c)
la adquisicion de estrategias de control, en muchos casos basadas en métodos aritméticos, y, por
Gltimo, d) la articulacién de los distintos campos numéricos.
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Resumo

Neste texto estuda-se como alunos, futuros educadores e professores dos primeiros
anos de escolaridade, avaliam probabilidades condicionadas formuladas em
contextos sociais, ¢ como essa avaliagdo ¢é influenciada pela representagdo
simbolica dessas probabilidades. Para tal, os alunos foram confrontados com duas
questdes, cada uma com dois itens, uma sobre probabilidades condicionadas e
outra sobre a representagdo simbolica dos respetivos acontecimentos. Em termos
de resultados, verificou-se que os alunos revelaram dificuldades na avaliacdo das
probabilidades e, mais ainda, na sua representagdo simbolica, ndo se observando
uma clara relagdo entre o sucesso na avaliacdo das probabilidades e na sua
representagdo simbolica.

Palavras-chave: probabilidade condicionada; contextos sociais; futuros
educadores e professores dos primeiros anos de escolaridade.

1. Introducéo

Cada vez mais a visao probabilistica do mundo se tem afirmado na atualidade, recorrendo-se
aos métodos probabilisticos para resolver problemas dos mais variados dominios da sociedade.
Fischbein (1975) atribui mesmo a visdo determinista do mundo, que tem sido largamente
dominante na escola desde a época do Renascimento, a origem das dificuldades que as pessoas
enfrentam em probabilidades. Assim, para contrabalangar tal visdo determinista, advoga-se que
as criancas, desde o inicio da sua escolarizacdo, sejam confrontadas com situacdes
probabilisticas (Batanero, 2013), o que contribuird, certamente, para a ndo consolidacdo de
ideias intuitivas erradas.

Borovenik e Kapadia (2010) destacam a importancia das probabilidades em variadas
situacdes, como na tomada de decisdes, na compreensdo de procedimentos inferenciais de
estatistica, como ferramenta para modelar realidades e enquanto assunto interessante e
merecedor de estudo por si mesmo.

Em consequéncia, ao longo das duas ultimas décadas, tem-se assistido a inclusdo de temas
de estatistica e probabilidades nos programas escolares de matematica de muitos paises desde os
primeiros anos de escolaridade, o que também acontece em Portugal (Ministério da Educagao e
Ciéncia, 2013). Por sua vez, esta orientacdo requer que os futuros professores e os professores
em exercicio, incluindo os dos primeiros anos de escolaridade, tenham uma adequada formacao.

Assim, tendo em vista verificar a adequacao da formagao dos futuros profissionais de ensino
as exigéncias colocadas pelas novas orienta¢des curriculares, no presente trabalho estuda-se a
avaliagdo de probabilidades condicionadas, formuladas em contextos sociais, por futuros
educadores e professores dos primeiros anos do ensino basico e se essa avaliacdo ¢ influenciada
pela representacdo simbolica dos respetivos acontecimentos condicionais.

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea 'y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 153-161). Granada, 2015.
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2. Investigacdo prévia

Na opinido de Watson (2005), tradicionalmente, o curriculo escolar sugere o ensino de
probabilidades numa vertente de matematica pura, com situagdes circunscritas a espagos
amostrais finitos em que ¢é possivel listar, contar e comparar resultados de forma explicita.
Reconhecendo a importancia desta abordagem, a autora advoga também a exploragdo de
situagdes inseridas em contextos sociais, em que os espagos amostrais sdo de natureza mais
difusa, ndo explicitamente referidos, ndo envolvendo necessariamente niimeros e onde estdo
presentes questdes de linguagem e interpretacdo probabilistica. Os dois tipos de compreensdo
proporcionados pelas duas vertentes, segundo esta autora, contribuem para o aumento da
literacia estatistica.

A exploracdo de situacdes que surgem em contextos publicos, incluindo os meios de
comunicagao social, teve origem em estudos conduzidos por psicélogos, em que se destacam os
trabalhos de Tversky e Kahneman, com estudantes universitarios, envolvendo o uso de
heuristicas (1982a), a adesdo a raciocinios causais (1982b) ¢ a falacia da conjuncéo (1983) na
avaliacdo de probabilidades. No caso da faldcia da conjung¢ao, estes autores observaram que os
sujeitos tendem a considerar a conjunc¢do de dois acontecimentos como sendo mais provavel do
que qualquer um desses acontecimentos, violando, assim, a lei da extensdo que estabelece que
P(ANB) ndo pode ser superior a P(A) nem a P(B). Este enviesamento na avaliagdo de

probabilidade surge, sobretudo, quando um dos acontecimentos ¢ altamente representativo do
outro, como acontece no caso: o acontecimento “Um ser humano nasceu em Africa” é altamente
representativo do acontecimento “Um ser humano ¢ de cor negra”.

Pollatsek, Well, Konold ¢ Hardiman (1987) verificaram que os alunos confundem os
significados das probabilidades condicionada e conjunta, confusdo que se tornou
particularmente evidente aquando da interpretagdo de enunciados de problemas que implicavam
a distingdo entres estas probabilidades.

Falk (1986) verificou que muitos alunos aderem a falacia da inversdo do eixo temporal,
afirmando uma visdo determinista, em que a probabilidade de algo que ocorre depois ndo pode
afetar algo que ocorreu antes, e também ndo discriminam entre uma probabilidade condicionada
€ a sua transposta, isto €, entre as probabilidades P(A|B)e P(B| A), erro designado por falacia

da condicional transposta.

Nos estudos de Contreras, Batanero, Diaz e Arteaga (2013) e Diaz, Contreras, Batanero e
Roa (2012) verificou-se que futuros professores de matematica do ensino secundario aderiram
aos erros antes referidos, salientando-se as falacias do eixo temporal (em quatro itens, com uma
adesdo entre 32,7% e 68,4%), da condicional transposta (em um item, com a adesdo de 56,1%) e
da conjun¢do (em um item, com a adesdo de 11,7%) e a confusdo entre probabilidades
condicionada e conjunta (em cinco itens, com uma adesao entre 20,9% e 51,0%).

Esta abordagem as probabilidades foi também estudada com alunos do ensino basico e
secundario, verificando-se que, em geral, as intuigdes a que os alunos universitarios recorriam
nas suas resolucdes também eram exibidas pelos alunos mais novos (Fischbein y Schnarch,
1997; Watson, 2005).

Em geral, a investigacdo realizada mostra que os alunos sentem muitas dificuldades quando
lhes é requerida a determinacdo de probabilidades condicionadas e de probabilidades de
acontecimentos compostos (e.g., Fernandes, 1999; Polaki, 2005; Watson y Moritz, 2002). No
estudo de Fernandes (1999), as grandes dificuldades exibidas por alunos do 8.° e 11.° ano
deveram-se ao recurso a probabilidades das experiéncias simples implicadas na experiéncia

composta, a uma descri¢do incompleta do espago amostral, a fatores causais e ao enviesamento
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de equiprobabilidade. Neste ultimo caso, os alunos avaliam os acontecimentos de carater
aleatorio como sendo, por natureza, equiprovaveis (Lecoutre y Duran, 1988). Embora com
reduzida incidéncia (7,7%), este erro também foi observado por Contreras et al. (2013) em
futuros professores de matematica do ensino secundario.

Watson (1995) defende que a probabilidade condicionada tem lugar no curriculo de
matematica do ensino basico, perspetivando o adiamento do seu estudo até finais do ensino
secundario como um prejuizo para os alunos ao n3o lhes permitir o contacto com as suas
inumeras aplicagdes. Segundo a autora, a analise de afirmacdes do tipo “se ... entdo”, antes do
estudo formal da probabilidade condicionada e a partir da ldgica, ¢ uma forma natural de
introduzir o topico pedindo aos alunos para extrairem afirmacgdes condicionais de noticias de
jornais e revistas. Além das “afirmagdes condicionais”, a exploragdo dos topicos “estatistica do
desporto”, “independéncia” e “tabelas de dupla entrada” constituem oportunidades para
aprofundar e consolidar o estudo da probabilidade condicionada.

Segundo Watson (2005), usualmente, os exemplos usados na investigagdo da compreensao
de acontecimentos condicionais em alunos do ensino basico sdo de dois tipos: situacdes de
extragdo sucessiva, sem reposi¢do, de bolas de um saco; e descri¢des de condigdes em situagdes
sociais para determinar como os alunos relacionam essas condi¢cdes com frequéncias relativas e
probabilidades.

No caso da extracdao de bolas de um saco e da selecdo de pessoas de um grupo, Fernandes,
Batanero, Correia e Gea (2014) verificaram que alunos da mesma unidade curricular e curso dos
que participaram no presente estudo apresentaram percentagens elevadas de respostas corretas
(entre 63% e 81%) em trés itens, e apresentaram muitas dificuldades num outro item em que se
condicionava um acontecimento que ocorreu antes a um outro que ocorreu depois, fenomeno
antes designado por falacia do eixo temporal.

No caso das situagdes envolvendo descri¢cdes sociais, Watson ¢ Moritz (2002) constataram
que alunos do 6.° ao 9.° ano apresentaram muitas dificuldades, aumentando a percentagem de
respostas corretas com o ano de escolaridade (do minimo de 13% até ao maximo de 27%). Séo
exemplos deste tipo que s3o explorados neste estudo, agora com futuros educadores e
professores dos primeiros anos de escolaridade.

3. Metodologia

Neste estudo investiga-se a avaliagdo por futuros educadores e professores dos primeiros
anos de escolaridade de probabilidades condicionadas em contextos sociais ¢ se essa avaliagdo ¢é
influenciada pela capacidade de representac@o simbolica dessas probabilidades. Participaram no
estudo 51 alunos que se encontravam a frequentar a unidade curricular de Numeros de
Probabilidades, que se integrava no 2.° ano do curso de Licenciatura em Educacdo Basica de
uma universidade do norte de Portugal, e tinham ja estudado os contetidos de probabilidade
condicionada e independéncia. A conclusdo da Licenciatura da acesso a cursos de mestrado em
Educagdo Pré-Escolar e/ou Ensino dos primeiros anos de escolaridade (1.° € 2.° ciclos do ensino
basico).

A entrada na universidade, a formagdo matematica dos alunos era muito variada, tendo
estudado pela ultima vez matematica em cursos muito distintos, de que se salientam: Cursos
Cientifico-Humanisticos de Ciéncias e Tecnologias e de Ciéncias Socioecondémicas (41,2%);
Cursos de Cientifico-Humanistico de Ciéncias Sociais e Humanas e Tecnologico de
Ordenamento do Territorio e Ambiente (33,3%); e Matematica do 9.° ano do ensino basico
(15,7%). Em geral, os alunos percecionavam dificuldades na aprendizagem das disciplinas do
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ambito da matematica na universidade, afirmando a maioria ter muita dificuldade (27,5%) ou ter
dificuldade (43,1%), enquanto muito menos afirmaram ter pouca dificuldade (29,4%).

Os alunos responderam a um questionario de avaliacdo, integrado na avaliagdo formal dos
alunos na unidade curricular, do qual sdo estudadas neste texto duas questdes: a questdo 1, que
inclui dois itens sobre a avaliagdo de probabilidades condicionadas em contextos sociais, ¢ a
questdo 2, também com dois itens relativos a traducdo simbolica dos acontecimentos
condicionais anteriores.

Finalmente, em termos de andlise de dados, nos dois itens da questdo 1 estudaram-se as
escolhas dos alunos segundo as opgdes de resposta e as justificacdes por eles apresentadas para
a selegdo das respetivas op¢des, enquanto nos dois itens da questdo 2 se estudaram as respostas
corretas dos alunos, isto ¢, as tradugdes simbdlicas corretas dos acontecimentos condicionais.
As justificacdes foram agrupadas em categorias definidas a posteriori com base nas ideias
subjacentes e na literatura revista e sdo especificadas na proxima secgao.

4.  Apresentagdo de resultados

Nesta sec¢do apresenta-se a avaliagdo feita pelos alunos das probabilidades nos dois itens
bem como a tradugdo simbolica dos acontecimentos condicionais implicados.

4.1. Avaliacdo de probabilidades

Os dois itens aqui incluidos, que constam da Figura 1, envolvem a comparagdo de
probabilidades condicionadas: no item 1.1, adaptado de Watson e Moritz (2002), comparam-se
duas probabilidades condicionadas e no item 1.2 comparam-se uma probabilidade condicionada
com uma probabilidade conjunta.

1. Considerando o universo dos portugueses, em cada alinea seguinte, alguma das duas afirmagdes é
mais provavel? Assinala a tua resposta com X e justifica-a.

1.1. []a) Que uma mulher seja professora.
[]b) Que um professor seja mulher.
[]c) Os dois acontecimentos anteriores sio igualmente provaveis.
Justificagdo:
1.2. []a) Que um homem pratique futebol.
[]b) Que uma pessoa pratique futebol e seja homem.
[]c) Os dois acontecimentos anteriores sio igualmente provéveis.

Justificagao:

Figura 1. Itens formulados em contexto social

Pela Tabela 1 podemos verificar que a maioria dos alunos selecionou a resposta correta no
item 1.1 (56,9%), enquanto muito menos o fizeram no item 1.2 (13,7%).
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Tabela 1 — Frequéncias (percentagens) nas diferentes opcdes de resposta dos itens da questdo 1

Frequéncia (%)

Item a) b) c) NR
1.1 12 (23,5) 29 (56,9)* 9(17,6) 1 (2,0)
1.2 7 (13,7)* 10 (19,6) 33 (64,7) 1(2,0)

Nota: A opc¢ao assinalada com o asterisco (*) € a correta; NR — Nao Respostas.

Em termos de justificagdes, no item 1.1, a exce¢do de um, todos os outros alunos que
selecionaram a resposta correta (54,9%), opcao b, referem-se, explicitamente ou implicitamente,
as restricdes dos espacos amostrais implicados (Figura 2).
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Figura 2. Justificagdo apresentada pelo aluno A4 no item 1.1, opgdo b

Na sele¢@o da opgdo a destaca-se que alguns alunos (13,7%) avaliaram a probabilidade da
condicional transposta, e ndo da condicional estabelecida (Figura 3).
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Figura 3. Justificacdo apresentada pelo aluno Ajss no item 1.1, opgdo a

Ja na opgdo c, alguns alunos (13,7%) identificam as duas primeiras afirmag¢des como
definindo o mesmo acontecimento e, destes, alguns baseiam essa identidade na confusdo da
conjuncao com a condicional (Figura 4).
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Figura 4. Justificag@o apresentada pelo aluno Aj; no item 1.1, opgéo ¢

Ainda nesta opgao, dois alunos (3,9%) ndo distinguiram entre probabilidade condicional e
probabilidade condicional transposta (Figura 5).
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Figura 5. Justificagdo apresentada pelo aluno A,g no item 1.1, opgéo ¢

Por fim, ao longo das varias opgdes, alguns alunos apresentaram justificagdes irrelevantes
(9,8%) ou repetiram parte do enunciado (2,0%).
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No item 1.2, os alunos (13,7%) justificaram a selecdo da resposta correta, opgao a, aludindo
a restricdo dos espacos amostrais implicados, como se ilustra na justificagao da Figura 6.
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Figura 6. Justificagdo apresentada pelo aluno A,; no item 1.2, opgéo a
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Na selecdo da opgao b, todos os alunos (19,6%) nas suas justificagdes nao distinguiram
claramente entre a probabilidade conjunta e a probabilidade condicionada (Figura 7).
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Figura 7. Justificacdo apresentada pelo aluno Ays no item 1.2, opcdo b

Na opcdo c, quase todos os alunos (51,0%) identificam as duas primeiras afirmagdes como
definindo o mesmo acontecimento e, deles, alguns (9,8%) interpretaram a condicional como
conjuncgao (Figura 8).
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Figura 8. Justificacdo apresentada pelo aluno A,y no item 1.2, opgéo ¢

Ainda nesta opg¢do, dois alunos (3,9%) parecem ter sido influenciados nas suas respostas
pelo enviesamento de equiprobabilidade (Figura 18).
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Figura 9. Justificacdo apresentada pelo aluno A, no item 1.2, opcéo ¢

Finalmente, também na opc¢ao c, alguns alunos repetiram parte do enunciado (7,8%) ou ndo
justificaram a sua resposta (2,0%).
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4.2. Tradugdo simbolica do acontecimento condicional

2. Os acontecimentos seguintes estdo definidos no universo dos portugueses.

2.1. A partir dos acontecimentos M : Ser mulher e P : Ser professor, define o
acontecimento: Que uma mulher seja professora.

2.2. A partir dos acontecimentos F : Praticar futebol e H : Ser homem, define o
acontecimento: Que um homem pratique futebol.

Na Tabela 2 podem-se observar as frequéncias (percentagens) de respostas corretas nos dois
itens envolvendo a representacdo simbolica de acontecimentos.

Tabela 2 — Frequéncias (percentagens) de respostas corretas nos itens da questio 2

Item Frequéncia (%) de respostas corretas NR
2.1 4 (7,8) -
22 1(2,0) -

Nota: NR — Nao Respostas.

Em ambos os itens muito poucos alunos se revelaram capazes de apresentar a representagdo
simbolica correta dos respetivos acontecimentos. Estando em causa a condicional em ambos os
itens, em 2.1, cuja resposta correta ¢ P|M , quase todos os alunos (90,2%) representaram

erradamente o acontecimento por M NP ou PNM ¢ um aluno representou o acontecimento
condicional transposto M | P .

De modo semelhante, no item 2.2, cuja resposta correta ¢ F |H , quase todos os alunos

(88,2%) representaram erradamente o acontecimento conjunto,F "H ou HNF, e cinco
alunos o acontecimento condicional transposto H | F .

Em ambos os itens, muito poucos alunos representaram os acontecimentos condicionais de
forma adequada, tendo quase todos os alunos confundido o acontecimento condicional com o
acontecimento conjunto.

5. Discussao e concluséo

A avaliagdo de probabilidades condicionadas, formuladas em contextos sociais, ndo se
revelou uma tarefa acessivel para estes alunos, futuros educadores e professores dos primeiros
anos de escolaridade, o que confirma os resultados obtidos por Watson e Moritz (2002) com
alunos da escolaridade obrigatoria. Além disso, entre os dois itens, observa-se uma consideravel
diferenca de desempenho dos alunos, o que pode dever-se ao facto de se comparar, no primeiro,
duas probabilidades condicionadas e, no segundo, uma probabilidade condicionada com uma
probabilidade conjunta. Neste ultimo caso, a consideravel percentagem de alunos que
confundiram o acontecimento condicional com o acontecimento conjunto parece suportar o pior
desempenho dos alunos.

Em termos de dificuldades e erros na avaliagdo das probabilidades, salienta-se a confusio
entre probabilidade condicional e probabilidade conjunta (Pollatsek et al., 1987), entre a
probabilidade condicional e a sua transposta (Falk,1986) e, com menor expressao, a adesdo ao
enviesamento de equiprobabilidade (Lecoutre y Duran, 1988). Estes erros foram também
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observados por Contreras et al. (2013) e Diaz et al. (2012) em futuros professores do ensino
secundario.

Na tradugdo simbolica dos acontecimentos condicionais as dificuldades dos alunos foram
ainda maiores, destacando-se, novamente, a confusdo entre acontecimentos condicionais e
acontecimentos conjuntos. Por outro lado, a discrepancia entre as percentagens de alunos que
avaliaram corretamente as probabilidades e daqueles que foram capazes de representar
simbolicamente os acontecimentos leva-nos a concluir que a capacidade de tradugdo simbdlica
dos acontecimentos ndo constitui uma boa explicagdo para o desempenho dos alunos na
avaliacdo de probabilidades.

Assim, as dificuldades dos alunos na avaliagdo de probabilidades, mais agravadas no caso
dos itens formulados em contextos sociais (como foram aqui estudadas) do que em contextos de
extra¢ao de bolas de um saco (Fernandes et al. 2014) aconselham um refor¢o de formagao dos
educadores e professores implicados no seu ensino, como advogam Batanero e Diaz (2010).
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Resumen

En este trabajo identificamos, diferenciamos y caracterizamos los campos de
problemas asociados al concepto de media, a partir de una muestra de cuatro libros
de texto de 3° de ESO. Destacamos la distribucion irregular de los doce campos de
problemas que determinamos en los textos, advirtiendo de sus consecuencias
didacticas, y presentamos un andlisis de los resultados Util a la hora de relacionar
entre si campos de problemas, libros de texto y las actividades relativas al concepto
de media que en estos se proponen.

Palabras clave: Campos de problemas, educacion secundaria, libros de texto,
media.

1. Introduccion

Las medidas de tendencia central son fundamentales para comprender muchos conceptos
estadisticos. Batanero (2000) destaca, entre otros, el de variable estadistica y sus distribuciones,
ya que las Ultimas pueden caracterizarse por medio de las medidas de posicion central.
Centrandonos en la media, podemos encontrarla al introducir las familias de distribuciones de
probabilidad, como uno de los parametros en las distribuciones de Poisson, exponencial o
normal. Por ello, la comprension de la media y sus propiedades resulta un requisito para
seleccionar una distribucion especifica dentro de una de estas familias de distribuciones.

En otros ambitos de la estadistica, como en el muestreo, se recurre a la idea de media,
debido, fundamentalmente, a sus propiedades como estimador insesgado, eficiente, consistente
y suficiente de la media poblacional. Contribuyendo a la justificacién de la importancia de la
media, Alvarado (2007) apunta a que los teoremas limite confieren una gran relevancia a la
estimacion de ésta en muchas situaciones propias de la inferencia, debido a que la distribucion
normal queda determinada por la media y desviacion tipica. Por otro lado, Batanero y Diaz
(2008) destacan que tanto el andlisis de la varianza como el disefio de experimentos se
fundamentan en la comparacion de la media global de una muestra con las medias parciales de
grupos definidos en ellas. Asimismo, sobre la idea de media se organizan nociones que
conviven en el dia a dia de las sociedades modernas. Nociones como “esperanza de vida” o
expresiones como “renta media por habitante” dan cuenta de que la comprensién de la media
resulta imprescindible.

La Educacién Secundaria Obligatoria no es ajena a la importancia que supone la
familiarizacion con las medidas de tendencia central, siendo un periodo educativo de
aproximacién a su estudio. Asi se establece en el correspondiente Decreto de Ensefianzas
Minimas (MEC, 2006), donde destacan los cursos de segundo y tercero por ser en los que
culmina, desde una Optica descriptiva, el estudio de estos conceptos. Asi, para el estudio
especifico de la media se precisa lo siguiente (ver Tabla 1)

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea 'y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 163-169). Granada, 2015.
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Tabla 1. El estudio de la media en 2°y 3° de la ESO.

Significado, estimacion y calculo. Utilizacion de sus propiedades para resolver
problemas. Utilizacion de la media para realizar comparaciones y valoraciones.
Célculo y aplicaciones. Interpretacién conjunta de la media y la desviacion
tipica. Utilizacion de la media para realizar comparaciones y valoraciones.

Segundo curso

Tercer curso

Por ello, contextualizaremos nuestro trabajo en el ultimo de estos niveles analizando los
campos de problemas que aparecen en los libros de texto en los que interviene el concepto de
media.

2. Fundamento tedricos

Dedicamos este apartado a los referentes tedricos sobre los que se fundamenta este trabajo,
los libros de texto y los campos de problemas. En relacion a los primeros, destacamos su
importancia como recurso didactico, sefialando algunos de los aspectos mas significativos que,
en este sentido, defienden algunos autores. En relacién a los segundos, destacamos la nocion de
situaciones problemas, siguiendo las ideas del enfoque onto-semi6tico sobre el significado de
los conceptos matematicos, a partir de las cuales emergen los campos de problemas.

2.1. Importancia de los libros de texto

La implantacién de la ESO trajo consigo la publicacion de un buen ndmero de libros de
texto. Su analisis resulta de interés para clarificar el significado que confieren a los conceptos
estadisticos, verificando que se adeclan a los propdsitos para los que fueron disefiados. Nuestra
investigacion viene avalada por la importancia que el libro de texto tiene como recurso
didactico, tal y como se recoge en el informe Cockroft (1985).

Algunos autores, como Chevallard (1991) destacan que los libros de texto presentan una
concepcion legitimada del saber a ensefiar e institucionalizan una forma de progresién del
conocimiento de los estudiantes. Cordero y Flores (2007) indican que el discurso matematico
escolar esta determinado, con frecuencia, por el libro de texto, que regula las acciones de
ensefianza y aprendizaje, junto con las creencias de los profesores. Mas alin, Robert y Robinet
(1989) subrayan que su estudio nos confiere informacion acerca de las concepciones del
profesorado sobre un contenido especifico, puesto que la seleccién de un texto u otro le
aproxima al tratamiento que de éste se hace en el texto.

Por otro lado, Reys, Reys y Chavez (2004) destacan la capacidad de los libros de texto para
presentar las ideas matematicas en diferentes contextos, a la vez que permiten a los estudiantes
explorar diferentes ideas y facilitar el aprendizaje

2.2. Significado de un concepto matematico: el caso de la media aritmética. Campos de
problemas

Las posibles dificultades que los alumnos encuentren en el estudio de la media tendran
relacion con la ensefianza recibida. Reflexionar acerca de la dificultad que el aprendizaje de este
concepto tiene en los alumnos, requiere de un andlisis epistemoldgico de su significado (Godino
(1996)). Centrandonos en la media y siguiendo a Godino y Batanero (1994, 1997) y Batanero y
Godino (2001), consideramos las siguientes entidades primarias como constituyentes de su
significado:  problemas y situaciones; procedimientos, algoritmos, operaciones;
representaciones; abstracciones (conceptos y proposiciones); y demostraciones. En este trabajo
nos aproximamos a la primera de ellas. Asi, entendemos por situaciones problemas las
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aplicaciones extra-matematicas, ejercicios o problemas que inducen actividades matematicas y
definen el campo de problemas de donde surge la idea de media. Cobo (2003) propone como
ejemplo de una situacion problema, asociado al concepto de media, encontrar la mejor
estimacion de una cantidad desconocida.

Este planteamiento tedrico defiende que los objetos matematicos son fruto de la
construccion humana, cambian a lo largo del tiempo y pueden dotarse de significados diversos
por personas o instituciones diferentes. En consecuencia, se considera a los objetos matematicos
como entidades culturales socialmente compartidas. Los problemas matematicos y sus
soluciones son compartidos en el seno de instituciones o colectivos especificos implicados en el
estudio de ciertas clases problemas. En algunos casos estas instituciones pueden ser extra
matematicas, aunque posteriormente la comunidad matematica se interesa por su solucién y la
aplica a otros problemas o contextos. De esta manera se configuran los Ilamados campos de
problemas, a cuyo estudio nos dedicamos en este trabajo.

3. Metodologia

Hemos seleccionado cuatro libros de texto de uso vigente en Espafia (ver Tabla 2),
correspondientes al tercer curso de la ESO, que cuentan entre sus temas con uno dedicado a las
medidas de tendencia central en el que se aborda el estudio de la media. Entre todos ellos se han
recogido un total de 55 actividades relacionadas con el concepto de media. Ademas presentan
una caracteristica comun: proponen el mismo tipo de definicién para la media, basada en la
frecuencia (f;) asociada a cada valor numérico (x;) perteneciente a un conjunto dado de cardinal
N:

. E;-::.?‘f#f& =-'f=..ﬂ.+-'f=f= e 2
- N N

Tabla 2. Descripcién de los libros de texto analizados.

Identificador Caracterizacion del libro de texto/ Localizacion de lamedia  N° de actividades
en el texto sobre la media
L1 Matematicas 3 ESO. Proyecto “La casa del saber”. Ed. Santillana. 12
2007. /Temal3. Estadistica; 13.4. Medidas de centralizacion.
L2 Matematicas 3. Editorial Edelvives. 2007. /Tema 12. Estadistica 5
descriptiva; 12.5. Pardametros de centralizacion.
L3 Matematicas (Multiplo) 3° ESO. Proyecto “Conectados 2.0”. Ed. 30

SM. 2010. /Tema 15. Pardmetros estadisticos; 15.1. Media
aritmética y moda.
L4 Matematicas (Pitagoras) 3° ESO. Proyecto “Conectados 2.0”. Ed. 8
SM. 2010. /Tema 13: Estadistica; 13.5. Medidas de posicion central:
media, mediana y moda

Para llevar a cabo la caracterizacién de los campos de problemas, hemos examinado, de
acuerdo con los referentes tedricos considerados, el conjunto de las 55 actividades que
disponemos con el fin de de identificar las distintas situaciones problema que en ellas se
plantean; ya que de éstas emergen los campos de problemas. Nos hemos centrado en actividades
cuya solucidn requiere de matematizacion (Freudenthal, 1991); esto es, en ellos se contemplan,
al menos, alguno de los siguientes aspectos:

e Encontrar la solucion de un problema que no es inmediatamente accesible.
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e Adoptar una simbolizacion adecuada para representar la situacion problemética y/o la
solucién encontrada, y para comunicar estas soluciones a otras personas.

e Justificar la solucion obtenida.

e Generalizar la solucion a otros contextos, situaciones problema y procedimientos.

Los resultados se han organizado considerando la distribucion de campos de problemas
asociada a cada libro de texto y la cuantificacion explicita de las actividades asociadas a esa
distribucién. Todo ello, dard muestra del énfasis que cada uno de los textos confiere a los
distintos campos de problemas.

4, Resultados

El andlisis de los libros de texto nos ha permitido determinar los siguientes tipos
diferenciados de problemas, que en su conjunto definen el campo de problemas asociado a la
media y nos permiten acotar el significado institucional local de nuestro trabajo. A continuacion
describimos estos campos de problemas.

CP1. Obtener el promedio, como valor representativo, de los valores que toma una variable
estadistica 0 un conjunto de datos dado. Bajo esta denominacion se agrupan las actividades
centradas en el célculo de la media aritmética. Distinguimos los siguientes subcampos:

e CP1.1. Obtener el promedio de los valores que toma una variable estadistica discreta. Si
los datos provienen de una variables estadistica discreta con su distribucion asociada

e CP1.2. Obtener el promedio de los valores que toma una variable estadistica presentados
de forma agrupada. En caso de que el rango de valores que toma la variable se presenta
en forma de intervalos.

CP2. Obtener uno o més valores desconocidos de un conjunto dado, conocida la media y/o
otras medidas de tendencia central. Se trata de usar la media u otros estadisticos de tendencia
central, para plantear una ecuacion (o ecuaciones) de primer grado, conducentes a la obtencion
del valor (o valores desconocidos). Se distinguen dos subcampos.

e CP2.1. Obtener uno o dos valores desconocidos de un conjunto dado, conocidas la
media, la moda y la mediana. Si requiere del planteamiento de méas de una ecuacidn,
habida cuenta que se considera un mayor nimero de variables (media, moda y mediana)
para obtener los valores desconocidos.

e CP2.2. Obtener un valor desconocido de un conjunto dato, conocida la media muestral.
Si se plantea una Unica ecuacion de primer grado, donde la incognita es el valor del
conjunto dado que desconocemos.

CP3. Obtener la media de un conjunto de valores construidos a partir de otro conjunto. Las
actividades que aqui se incluyen requieren de la construccion de un nuevo conjunto de valores
con respecto a los de partida, para calcular la media de este nuevo conjunto. Encontramos dos
subcampos de problemas:

e CP3.1. Obtener la media de un conjunto de valores construidos a partir de los valores de
un conjunto de partida, de forma que las medias de los dos conjuntos coincidan. En este
caso, hay que modificar los valores de partida, para que el valor media coincida con el
valor de los media de partida.

e CP3.2. Obtener la media de un conjuto de valores construidos a partir de la modificacion
de los valores de un conjunto de partida. Si basta con modificar por medio de algun tipo
de operacidn aritmética, uno a uno, los valores del conjunto de partida
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CP4. Obtener un valor representativo de dos 0 mas realizaciones muestrales que favorezca
su comparacién. Se trata de evidenciar el papel de la media como representante, de utilidad para
comparar los diversos valores que puedan tomar distintas realizaciones una muestra.

CP5. Obtener la media aritmética de un conjunto de datos conocidas las medias de una
particién del mismo. Considerando una particion de un conjunto de valores y las medias
asignadas a ella, se trata de calcular el valor de la media para el total de datos del conjunto.

CP6. Obtener la suma de los elementos de un conjunto de nimeros o el cardinal de dicho
conjunto, conocidas algunas relaciones establecidas entre los elementos del conjunto y el valor
de su media aritmética. Las actividades que se incluyen en este campo, cuentan con un buen
namero de hipotesis acerca de las relaciones establecidas entre los elementos del conjunto y el
valor de su media.

CP7. Estimar el valor de la media de una variable estadistica a partir de su representacién
grafica. Se trata de aportar un valor razonable, como media de variable estadistica, a partir de la
lectura e interpretacion de grafica de sus valores. Dichas representaciones son histogramas,
gréaficos poligonales o pirdmides de poblacion.

CP8. Estimar una medida a partir de diversas mediciones realizadas, en presencia de
errores. Cobo (2003) estudia este campo de problemas, caracterizado porque las actividades
destacan las propiedades de la media como estimador, tales como ser insesgado o tener minima
varianza.

CP9. Valorar la significatividad de la media como representante de un conjunto de datos e
indagar en su comportamiento, atendiendo a sus propiedades. Las actividades propias de este
campo se centran en el estudio de la media a partir de algunas de sus propiedades basicas.

Tabla 3. Distribucién de problemas por campos y libros de texto.
Libros de texto

Campos de L1 L2 L3 L4 Total de
problemas problemas
CP1.1 6 1 14 3 24
CP1.2 1 1 3 2 7
CP2.1 2 2
CP2.2 1 4 5
CP3.1 1 1
CP3.2 1 1 2
CP4 1 1
CP5 3 1 4
CP6 3 3
CP7 1 2 1 4
CP8 1 1
CP9 1 1
Total de 12 5 30 8 55
problemas

Para establecer la correspondencia entre los campos de problemas y los libros de texto
considerados recurrimos a la construccion de la Tabla 3. Se observa que en todos los libros se
localiza el campo de problema CP1, centrado en la obtencién del valor de la media; en
particular, L1 y L3 cuentan problemas propios de los tres subcampos distinguidos. Por otro
lado, se observa que estos dos textos son los que diferencian un mayor nimero de campos de
problemas, siete y ocho, respectivamente. Destaca también el CP7, relativo a la estimacion de la
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media de una variable a partir de la representacién grafica, como uno de los que cuenta con una
mayor presencia en los textos, en concreto en tres de ellos. El resto de campos y subcampos de
problemas aparecen de forma mas restrictiva; siendo, en algunos casos, exclusivos de un Unico
texto (CP2.1, CP3.1, CP4, C6, CP8y CP9).

Atendiendo al desglose del nimero de actividades que cada libro de texto vincula a los
campos de problemas se puede hacer una lectura de la tabla anterior poniendo el centro de
atencion en los libros o en los campos de problemas.

En cuanto a los libros, L3 es el texto que incluye un mayor nimero de actividades, un total
de treinta, concentrandose la mayor parte de ellas, en el subcampo de problemas CP1.1
(obtencion de la media de una variable estadistica discreta). A este mismo subcampo
corresponden también la mayor parte de las actividades propuestas en L1 y L4 (seis y tres
respectivamente). Resulta significativo que en L2 se distribuyen uniformemente el nimero de
actividades entre sus campos de problemas (uno para cada campo).

Respecto a la segunda, hemos de notar que de las cincuenta y cinco actividades, un total de
veinte se agrupan en el subcampo de problemas CP1.1, anteriormente aludido. El subcampo
CP1.2, centrado en obtener la media una variable estadistica cuyos datos se presentan
agrupados, cuenta también con una presencia destacable; siete actividades del total. Puede
vislumbrarse, ademas, que CP6 (obtener la suma de los elementos o su cardinal, conocidas las
relaciones con su media), pese a presentarse Unicamente en L3, responde a tres de las cincuenta
y cinco actividades. Algo similar ocurre para los campos CP2.2 y CP5, que suponen cinco y
cuatro del total, respectivamente.

5. Conclusiones

A la luz de los resultados obtenidos, nuestro trabajo pone de manifiesto que en los cuatro
libros de texto de 3° de ESO seleccionados, se diferencian un buen nimero de campos de
problemas; un total de nueve. Si bien, nuestro andlisis da muestra de una cierta irregularidad en
la distribucion de los campos de problemas en los textos, siendo L1 en el que se muestra un
mayor nimero de campos, siete del total. De esta forma, se advierte a los usuarios de los textos,
especialmente a los profesores, un uso responsable de los mismos, segun cudles sean las
pretensiones formativas a las que se ambicione satisfacer con su uso.

Del total de campos de problemas que hemos diferenciado destaca CP1, centrado en obtener
la media de los valores que toma una variable estadistica o0 un conjunto de datos dado, tanto por
su presencia en la totalidad de los textos, como por la cantidad de actividades asociadas al
mismo. En este sentido, los subcampos CP1.1 (variable estadistica discreta) y CP1.2 (datos
agrupados) son los mas notables.

Entendemos que la presentacién de los resultados que incluye nuestro trabajo resulta
significativa a la hora de identificar los campos de problemas y su vinculacion a los libros de
texto y las actividades que en ellos se recogen.
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Resumo

Neste trabalho avalia-se a compreensdo em testes de hip6teses de alunos do curso
de Engenharia Informética do Instituto Politécnico do Porto. Para tal, uma amostra
de 223 alunos responderam a um questionario sobre o tema, do qual analisamos
neste texto duas questes que versam o estabelecimento/formulacédo de hipdteses e
a identificacdo do teste de hipoteses. Os resultados mostram que os alunos, em
geral, tém muitas dificuldades nas questBes colocadas neste tema de testes de
hipdteses, principalmente na interpretacdo das questdes e em expressarem 0 Sseu
raciocinio estatistico através da justificacdo escrita das respostas.

Palavras-chave: Aprendizagem da Estatistica, Inferéncia, Testes de Hipdteses,
Ensino Superior.

1. Introducéo

Nas ultimas décadas, 0 ensino da estatistica foi integrado, cada vez mais, nas escolas e nas
universidades, ndo s6 pelo seu carater instrumental mas também pela importancia que o
desenvolvimento do raciocinio estatistico tem na sociedade caracterizada pela proliferacdo de
informacéo e a necessidade de tomar decisdes.

As tecnologias tém hoje uma utilizacdo mais intensa nos campos da Engenharia e a
Estatistica, incluindo o seu raciocinio e metodologias, assume-se cada vez mais como uma
ferramenta de suporte no trabalho e na investigacdo cientifica em engenharia. As revistas e
publicac6es nesta area estdo repletas de informacao estatistica, justificando a inclusdo desta area
no curriculo de um engenheiro. Segundo Olivo (2008), um engenheiro, na sua vida profissional,
ird deparar-se com a analise de dados e a realizacdo de inferéncias estatisticas a partir de
conjuntos de dados.

Em Portugal, a inferéncia estatistica, embora seja abordada no programa de Matematica
Aplicada as Ciéncias Sociais (Ministério da Educacdo, 2001), com base em intervalos de
confianca, € um tema abordado quase exclusivamente nas unidades curriculares de estatistica
dos cursos do ensino superior.

Relativamente ao ensino da inferéncia estatistica, mais concretamente aos testes de
hip6teses, a nivel internacional existem muitos trabalhos nesta area, mas em Portugal é uma éarea
pouco trabalhada em termos de investigacdo. Trata-se de um tema gque envolve muitos conceitos
abstratos e relacdes entre eles, tais como distribui¢fes amostrais, nivel de significancia, valor de
prova, entre outros. No nosso pais, na literatura cientifica aparecem poucos estudos nesta area,
apesar de constituir um topico relevante para a compreensao de boa parte da literatura cientifica
e técnica em varias areas do conhecimento, como a engenharia, as ciéncias, a matematica e as
ciéncias sociais.

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea 'y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 171-178). Granada, 2015.
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Apesar da sua relevancia, ao nivel do ensino é um tema em que 0s alunos apresentam muitas
dificuldades na compreensdo dos conceitos envolvidos (Rodriguez, 2006; Sebastiani, 2010;
Vallecillos, 1996; Vallecillos, Batanero & Godino, 1992; Vera, Diaz & Batanero, 2011). Essas
dificuldades e a quase inexisténcia de estudos em Portugal justificam a realizacdo de mais
investigacdo nesta tematica.

Assim, neste trabalho temos como objetivo avaliar a compreensdo dos testes de hipoteses
num grupo de alunos do curso de Engenharia Informética, depois de terem passado pelo ensino
do tema na unidade curricular de Matematica Computacional (MATCP). Mais concretamente, a
partir das respostas dos alunos a duas questdes, avaliamos a sua compreensdo nos dois seguintes
aspetos: estabelecimento/formulagéo de hipoteses e identificagdo do teste de hipoteses.

2. Antecedentes

De acordo com Batanero (2001), os testes de hipo6teses, apesar de possuirem um campo
especifico de aplicagdo, sdo a area da inferéncia estatistica onde a aprendizagem gera mais
incompreensdes e confusdes, tanto por estudantes. como por investigadores.

A este proposito, também Sotos, Vanhoof, Noortgate e Onghena (2007) referem que as
ideias de inferéncia sdo especialmente sensiveis a interpretacdes erradas e os estudantes adotam-
nas com frequéncia pelo facto de a inferéncia requerer a compreensdo e a conexao de muitos
conceitos abstratos, tais como o de distribuicdes amostrais, nivel de significancia, valor de
prova, entre outros. Além disso, os autores salientam o facto de a estatistica inferencial ser um
topico decisivo para o desenvolvimento das pesquisas em todas as areas das ciéncias.

Vallecillos e Batanero (1997) realizaram um estudo sobre as dificuldades de compreensdo
de estudantes universitarios em alguns conceitos-chave dos testes de hipoteses, tais como: nivel
de significancia; hipdtese nula e alternativa; parametro estatistico e a interpretacao (légica) de
um teste de hipdteses. Para tal, entrevistaram 7 estudantes universitarios do 2° ano do curso de
Medicina, tendo-lhes sido pedida também a resolucdo de dois problemas de teste de hipoteses.
O estudo evidenciou que os alunos, embora tenham conhecimento de que a hipo6tese nula deve
ser formulada com o objetivo de ser rejeitada, dificilmente conseguem enuncia-la de modo
correto e todos eles cometeram erros que evidenciam a ndo compreensdo no que se refere a
relagdo entre a distribuicdo de probabilidade, as regifes de aceitacdo e de rejeicdo e o nivel de
significancia.

Rodriguez (2006) desenvolveu um estudo que envolveu 96 alunos (29 alunos do curso de
Biologia, 22 do curso de Microbiologia e 45 do curso de Agronomia), em que a investigadora
aplicou um questionario de duas partes aos alunos: a primeira para identificar o conhecimento
concetual dos alunos, com onze itens do tipo verdadeiro-falso; e a segunda com trés problemas
de aplicacdo. A maior dificuldade verificada foi relativa ao nivel de significancia, que os alunos
consideraram como sendo a probabilidade da hipdtese nula ser verdadeira, dado que foi

rejeitada. Para a maior parte deles, ndo havia diferenca entre P(A|B) e P(B|A), ou seja, ndo
distinguiram a probabilidade condicionada da sua transposta.

Batanero, Vera e Diaz (2012) no estudo que realizaram com 224 alunos do curso de
Psicologia para avaliar as dificuldades dos alunos na compreensdo dos testes de hipéteses,
concluiram que os seus resultados sdo melhores do que os dos estudos anteriores, embora
subsistam erros relacionados com a descriminacgdo entre os tipos de erro, relacdo entre regides,
nivel de significancia, valor de prova e poténcia do teste.
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3. Metodologia

Neste texto avalia-se a compreensdo de alunos do ensino superior politécnico na resolucao
de duas questdes relativas a testes de hipoteses, nas quais uma primeira parte consistia num item
de escolha multipla e numa segunda parte era pedida uma justificacdo para a opcdo escolhida
antes. Para tal, estudaram-se as op¢des selecionadas e as justificacBes que os alunos deram para
a escolha da sua opcdo, de forma a avaliarmos a sua compreensdo nos dois seguintes aspetos:
estabelecimento/formulag&o das hipoteses e identificagdo do teste de hipoteses.

As duas questdes aqui analisadas fazem parte de um questionario, constituido por um total
de 10 questbes de escolha multipla e de dois problemas de testes de hipoteses, aplicado aos
alunos do 1.° ano que frequentavam a unidade curricular (UC) de Matematica Computacional
(MATCP), no ano letivo 2012-13, do curso de Engenharia Informética do Instituto Superior de
Engenharia do Porto. Dos 263 alunos que frequentavam a UC, responderam ao questionario
223, sendo 22 do sexo feminino, 201 do sexo masculino e 45 estavam a repetir a UC. Estes
alunos distribuiam-se por vérias turmas nas aulas tedrico-praticas da UC. Nessas aulas 0s
respetivos docentes (3 docentes, incluindo o investigador enquanto também professor)
aplicaram o questionario na ultima aula do segundo semestre (junho de 2013). Este questionario
foi respondido por escrito e sem consulta imediatamente depois de os alunos terem estudado o
tema de testes de hip6teses na UC e os alunos dispuseram de 90 minutos para responder, o que
se revelou um tempo suficiente.

Depois de recolhidos os dados, foi feita uma analise detalhada das respostas as questdes de
escolha mudltipla, sintetizando-se em tabelas as frequéncias de respostas corretas e erradas.
Relativamente as justificacBes apresentadas, para justificar a resposta escolhida no item de
escolha maltipla, foi efetuada uma andlise qualitativa mediante o processo de comparagao de
respostas semelhantes entre si de forma a obter-se a uma categorizacao.

4, Respostas e justificacdes dos alunos

Nesta seccdo analisam-se as respostas e justificacOes apresentadas pelos alunos nas duas
questbes aqui analisadas.

4.1. Respostas e justificacbes na questdo 1

Questao 1. Qual das seguintes hipdteses ndo é uma hip6tese nula?
a. u, =10.
b. o0 =3.
c. Xx=35.
Aoy =py.
Justifique a sua resposta.

A questdo 1 foi retirada de Vallecillos (1996) e avalia o estabelecimento/formulacdo de
hipbteses estatisticas. Mais especificamente, nesta questdo pretendeu-se averiguar se o aluno
confunde estimativa com parametro, erro assinalado por Schuyten (1991).

Os resultados obtidos, apresentados na Tabela 1, revelam a existéncia de uma percentagem
muito baixa de respostas corretas (11,2%). Ja de entre a elevada percentagem de respostas
erradas, destaca-se a opc¢do b, com uma percentagem de 49,3%, e a op¢do d, com uma
percentagem de 26%. Conclui-se, assim, que a maioria dos alunos responderam incorretamente a
pergunta, ndo sabendo reconhecer que a hipdtese nula é formulada para um pardmetro
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populacional. Vallecillos (1994) no seu estudo obteve uma percentagem de respostas corretas
nesta questdo superior (56%), mas a amostra utilizada era bastante superior, incluindo 436
alunos de varios anos e cursos distintos do presente estudo.

Tabela 1. Frequéncias (percentagens) das respostas da questao 1

Opcoes Frequéncia (%)
a 18 (8,1%)
b 110 (49,3%)
c* 25 (11,2)%
d 58 (26%)
N&o resposta 12 (5,4%)
Total 223 (100)

*Resposta correta.

Na Tabela 2 apresentam-se as categorias encontradas a partir das justificacGes apresentadas
pelos alunos na questdo 1.

Tabela 2. Frequéncias (percentagens) das categorias de justificacdo na questdo 1

Justificacdo Frequéncia (%)
Na hipétese nula estudam-se caracteristicas populacionais e néo da 4(18)
amostra

S6 médias e proporgBes podem ser hip6teses nulas 20(9,0)

O desvio padrdo ndo é uma hipdtese nula 33(14,8)
As hip6teses tm que ser médias 7(31)

As médias sdo iguais: 14 = i, 13 (5,8)
Justificacdo sem sentido 69 (30,9)
N&o justificar 77 (34,5)
Total 223 (100)

Da analise da Tabela 2 observamos que a categoria “Ndo justificar” é que apresenta a
percentagem mais elevada de alunos (34,5%). Estes alunos ao ndo justificarem a opcdo que
escolheram, permitem que se levante a hip6tese da sua escolha ter sido feita ao acaso.

Também um grupo numeroso de alunos ndo conseguiu apresentar uma justificacdo que
fizesse sentido (30,9%). Agora, os alunos justificam as suas opg¢des dizendo, por exemplo: “por
exclusdo de partes”; “pois existe uma média para um determinado conjunto”; “todas as outras
sdo nulas, pois a sua relevancia é nula”; “fazer um teste da média bilateral”.

Salienta-se que os alunos inseridos nas categorias “Sé médias e propor¢des podem ser
hipdteses nulas (9,0%)” e “As hipdteses tém que ser médias (3,1%)” apresentam justificacGes
para a selecdo da op¢do o =3. Esta justificacdo pode dever-se ao facto de os alunos ndo terem
entendido que a hip6tese inicial ndo é formulada com os valores das estimativas. Ainda para
esta op¢do, 14,8% dos alunos apresentam como justificacdo de ndo ser uma hipdtese nula que
“O desvio padrdo ndo é uma hipdtese nula”. Ora, estes alunos com esta resposta ndo estdo a
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justificar a opcéao escolhida e, talvez como ndo o sabem fazer e para ndo deixarem de apresentar
uma justificacdo, fazem-no da forma mais facil que ¢é escrever algo que, em termos de testes de
hipéteses, ndo faz sentido.

Uma pequena percentagem de alunos (5,5%) integram-se na categoria “As médias sdo
iguais: g4 = u,” para justificar a opgdo “ 14 = u, ”. De entre estes alunos, uns dizem que néo é

uma hipétese nula porque as médias sao iguais ou justificam que as médias sdo iguais e ao
subtrair s —u, 0 resultado dard zero, enquanto outros dizem que as médias s&o iguais e,

portanto, é uma hipétese nula.

Finalmente, apenas 1,8% das justificacdes se incluem na categoria “Na hip6tese nula
estudam-se caracteristicas populacionais e ndo da amostra” para justificar a resposta correta
“x=35". Assim, podemos concluir que os alunos, em geral, ndo sabem que as hipéteses sao
formuladas com valores dos pardmetros da populacdo e ndo com os valores de estimativas.

4.2. Respostas e justificacbes na questao 2

Questdo 2. O candidato A a Presidente de Junta de Freguesia afirma que vai ser eleito com 60% dos
votos. O outro candidato B, concorrente de A, deseja contestar esta afirmacdo, e decidiu, para isso,
efetuar uma sondagem a 150 eleitores onde obteve 105 votos favoraveis a sua candidatura. Qual das
seguintes hipoteses elegeria como hipétese nula?

a. py=0,7(105/150=0,7).

b. pA = 0,6 .

C. pp<06.

d. pa> pg-

Justifique a sua resposta.

A questdo 2 foi elaborada pelo investigador, e pretende avaliar a aplicacdo de conceitos para
resolucdo de um problema de estabelecimento da hipdtese nula (estabelecer/formular), tendo em
vista a realizagdo de um teste de hip6teses, a partir de um enunciado escrito. Queremos também
averiguar se os alunos tém ideia do que é uma hipdtese nula e alternativa, e que sdo
complementares.

Tabela 3. Frequéncias (percentagens) das respostas da questéo 2

Opcodes Frequéncia (%)
a 58 (26%9
b* 110 (49,3%)
c 25 (11,2%)
d 26 (11,7%)
N&o resposta 4 (1,8%)
Total 223 (100)

*Resposta correta.

Na Tabela 3 podemos observar que a opgao mais frequente foi a b, que é a correta, com
49,3% de respostas. Embora a questdo 1 mantenha semelhancas com a questdo 2, neste caso 0s
resultados foram bastante melhores, ou seja, s6 o facto da questdo 2 ter um enunciado de um
problema concreto ja fez a diferenca entre os resultados obtidos nas duas questdes.
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Na Tabela 4 apresentam-se as categorias encontradas a partir das justificacdes dadas pelos
alunos na questao 2.

Tabela 4. Frequéncias (percentagens) das categorias de justificacdo na questéo 2

Justificacéo Frequéncia (%)

A hip6tese nula pretende avaliar a afirmacéo do presidente de freguesia. E

sempre uma condi¢do de igualdade 59(26.5)
Existem duas hipoteses: a hipétese em que P(A)=0,7 ou a hip6tese alternativa 11049
P(A)<0,7 (49)
O candidato A pde como hipotese ser eleito com 60% dos votos, sendo 0,7 a

"y - 5(2,2)
hip6tese do candidato B, segundo a amostra
S6 o Py é que poderia ser 0,7, pois os dados (105/150) foram obtidos na 3(1,3)
sondagem do candidato B ’
Nesta hipotese € que temos os dados amostrais 3(1,3)
Uma vez que os dados representam a populacdo, entdo é uma hipotese nula 2(0,9)
Se o candidato A afirma que vai ser eleito com 60% dos votos, logo H, tem de
ser P, > Pg pois para ser como o candidato A diz a hip6tese tem de mostrar 12(5,4)
que ele tem mais probabilidade de ser eleito que 0 B
Se o candidato B pretende contestar a afirmacdo do candidato A, entdo, como
séo “adversarios”, o candidato B pretende mostrar que o candidato A, na
amostra considerada, ira obter uma percentagem de votos inferior a 60%, logo 7(31)
P, <0,6
Justificacdo sem sentido 59 (26,5)
N&o justificar 62 (27,8)

Total 223 (100)

A anélise da Tabela 4 permite observar que as categorias “Justificagdo sem sentido” (26,5%)
e “Nao justificar” (27,8%) foram, em conjunto, a maioria das respostas. Tal leva a concluir que,
destes alunos, uns ndo souberam justificar e outros apresentaram justificacfes que ndo fazem
sentido. Esta constatacdo € bastante preocupante porque mostra que os alunos nao
compreenderam o0s testes de hipdteses. No caso das respostas sem sentido, os alunos
apresentaram justificacbes como as seguintes: “A hipotese nula devia ser P,-P,, P =PR,”;

“Py=07 e P,=03, entdo P,<06”; “P,=0,7 visto que P;=0,7 (70%) apenas 30%
(P4 =0,3, P, #0,6) comprovaria que o candidato A estaria a falsificar as votagdes, ndo obtendo
o0s dados apresentados, P, > P, , para vencer a elei¢des”.

Ainda se salienta a percentagem de alunos que justifica corretamente a pergunta (27,4%).
Estes alunos conseguiram interpretar corretamente o enunciado da pergunta escolhendo a opcéo
correta e justificando que a hipétese nula é aquela que se pretende avaliar, que é sempre uma
igualdade, que os dados representam a populagdo e que € o valor que estéa a ser contestado. Na
situacdo estabelecida no enunciado o que se pretendia era confirmar se o candidato A a
presidente da junta de freguesia seria eleito com 60% dos votos.

Um outro grupo de alunos justifica que “Se o candidato A afirma que vai ser eleito com 60%
dos votos, logo H,tem de ser P, >Pg pois para ser como o candidato A diz a hipétese tem de
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mostrar que ele tem mais probabilidade de ser eleito do que B” (5,4%). Este grupo de alunos
ndo soube interpretar 0 enunciado da pergunta e também ndo sabe que a hipdtese nula é
apresentada como uma igualdade.

Um outro grupo de alunos (3,1%), tal como o anterior, comete 0 mesmo tipo de erro, ou seja
ndo soube interpretar o enunciado da pregunta e também desconhece que a hipétese nula é
sempre apresentada como uma igualdade. Estes alunos apresentaram a justificacdo de que “Se o
candidato B pretende contestar a afirmacdo do candidato A, entdo, como sdo ‘adversarios’, o
candidato B pretende mostrar que o candidato A, na amostra considerada, ird obter uma
percentagem de votos inferior a 60%, logo P, <0,6”.

Finalmente, uma percentagem relativamente pequena (4,9%), apesar de ter escolhido a
hipo6tese nula na forma de igualdade, ndo interpreta corretamente o enunciado porque justifica a
sua escolha com, por exemplo: “O candidato A pde como hipotese ser eleito com 60% dos
votos, sendo 0,7 a hip6tese do candidato B, segundo a amostra. Nesta hipdtese é que temos 0s
dados amostrais e s6 0 P, é que poderia ser 0,7, pois os dados (105/150) foram obtidos na

sondagem do candidato B”.

5. Conclustes

Tal como relatam os estudos de Vallecillos e Batanero (1997) e Sebastiani e Viali (2011),
também aqui se constatou que alguns alunos ndo compreendem que num teste de hipdteses sdo
testados valores hipotéticos de pardmetros populacionais (questdo 1) e cometeram erros quando
enunciavam as hipéteses a partir do contexto de um problema (questéo 2).

Tanto neste estudo, como no de Sotos, Vanhoof, Noorgate e Onghena (2007) verificou-se
gue os conceitos ndo compreendidos sdo causadores de erro, destacando-se as dificuldades dos
alunos em compreender o significado da hip6tese nula e alternativa (questdol e 2).

Comparativamente com o0s estudos aqui revistos, no presente estudo destacam-se as
categorizacgdes apresentadas para as justificaces que os alunos apresentaram para cada uma das
respostas selecionadas nas duas questdes propostas. As elevadas percentagens de alunos nas
categorias “Justificacdo sem sentido” e “N&o justificar”, cujas justificacdes ou a sua auséncia
podem ser interpretadas como ideias erradas ou falta de conhecimentos. Este facto salientara as
dificuldades dos alunos ao recusarem a definicdo de uma hip6tese nula a partir de uma
estimativa, mais agravado neste estudo do que no estudo de Vallecillos (1994), bem como a
formulacdo da hipdtese nula a partir de uma desigualdade. Por outro lado, a discrepancia entre
as percentagens de respostas corretas nas duas questfes, que diminuiram em termos de
justificacbes adequadas, parece perspetivar um conhecimento pouco consolidado dos alunos nos
conceitos envolvidos.

Em resumo, os alunos mostraram ter muita dificuldade no tema “testes de hipbteses”,
principalmente na interpretacdo das perguntas e na justificagdo da forma como pensam em
estatistica, isto é, a forma como explicitam o seu raciocinio estatistico. Perante esta situagéo,
esta analise aponta no sentido da necessidade de rever a forma de ensino referente a este tema.
Para além de motivar os alunos para o tema, é imprescindivel ajuda-los através de um ensino
centrado em dados, encorajando o uso de dados reais e de tarefas de grupo como forma de
melhorar as suas habilidades comunicativas por meio de discussdes estatisticas, tal como
propdem Ben-Zvi e Garfield (2005) e Batanero (2001 e 2013).
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Resumo

O presente estudo apresenta a concepcdo de 55 professores dos anos iniciais do
Ensino Fundamental de oito escolas (estadual, federal, municipal e privada) de
Uberlandia, Minas Gerais. Portanto, através de um questiondrio, pretendeu-se
verificar a concepc¢do deste grupo de professores em relagdo ao ensino de Estatistica.
Para a andlise das respostas dos professores utilizou-se a analise de contetdo de
Bardin (2009) a partir do qual as respostas dos professores foram transcritas e
identificadas de acordo com cada tema gerado a fim de se compreender a mensagem
contida no texto, assumindo as impressfes envolvidas. As respostas oferecidas pelos
professores dos anos iniciais do Ensino Fundamental permitiram refletir sobre como
estes se relacionam com o ensino de Estatistica e entender melhor como se
relacionam com o processo ensino e aprendizagem desta importante area do
conhecimento.

Palavras-chave: concepcdo, professores dos anos iniciais, ensino fundamental,
ensino de estatistica.

1. Introduccién

Segundo Zabalza (1994), por meio das concepgdes dos professores, pode-se compreender o
seu universo e suas acdes. O autor ainda define que concepgdo é aquilo que o professor, em um
dado momento, da por deliberado e que orienta a sua acao, explicita e implicitamente.

Nessa vertente, pode-se comungar também com Ponte (1992) ao definir que as concepgbes
tém natureza essencialmente cognitiva e que atuam como uma espécie de filtro, dando sentido
as coisas ou atuando como bloqueador para novas situacdes, limitando a possibilidade de
atuacdo e compreensdo. Como elas estruturam o sentido que se atribui as coisas surge uma
indagacdo: O sentido e a intencionalidade educativa sdo elementos importantes para repensar a
pratica pedagdgica do professor?

Diante dessa questdo é oportuno dialogar com os Parametros Curriculares Nacionais, Brasil
(1997), quanto ao desenvolvimento do ensino da Matematica, pois este ressalta que é necessario
que o professor tenha clareza de suas proprias concepgdes sobre a disciplina, uma vez que em
sala de aula, as suas escolhas pedagdgicas, os contetdos de ensino e as formas de avaliacdo da
aprendizagem estdo intimamente ligados a tais concepgoes.

Além disso, Ponte (1992) diz que as concepg¢des formam-se num processo simultaneamente
individual (como resultado da elaboragéo sobre a nossa experiéncia) e social (como resultado do
confronto das nossas elabora¢des com as dos outros).

Ponte (1992) distingue crencas de concepgdes, situando as crengas em um dominio
metacognitivo, ou seja, a faculdade de conhecer o préprio ato de conhecer, ou, em outras

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea 'y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 179-187). Granada, 2015.
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palavras, consciencializar, analisar e avaliar como se conhece e as concepges em um dominio
cognitivo, no entanto, ele mesmo admite a frequente justaposicao entre crengas e concepcdes,
tornando assim néo vazia a intersecgao entre crengas e concepcdes.

Ainda de acordo com Ponte (1994), as concep¢fes sdo marcos organizadores implicitos de
conceitos que condicionam a forma com que afrontamos as tarefas.

Thompson (1992) identifica concep¢Bes como sendo estruturas mentais das quais fazem
parte tanto as crencas como qualquer tipo de conhecimento adquirido por meio da experiéncia,
nomeadamente significados, conceitos, proposicdes, regras, imagens mentais, preferéncias,
dentre outros.

Schoenfeld (1992) parece atribuir um significado também amplo & ideia de concepcdo que
ele define como compreensdes e sentimentos individuais que moldam as formas como cada um
conceitua e se envolve no comportamento matematico.

Cury (1999) destaca que os professores de Matematica dos anos iniciais concebem a
Matemadtica a partir das experiéncias que tiveram como alunos e professores, do conhecimento
que construiram, das opinides de seus professores, enfim, das influéncias socioculturais que
sofreram durante suas vidas, influéncias que vém sendo construidas, passadas de geragdo pra
geracao.

Para Moron e Brito (2001), a Gltima concepcdo é uma crencga, uma vez que as concepcdes
sdo relativas ao dominio cognitivo, enquanto que as crengas sdo altamente influenciadas pela
cultura e referem-se a aceitagdo de uma ideia sem o devido suporte tedrico.

Dessa forma, tomamos como principal definicdo de concepgéo nesse trabalho a expressa por
Ponte (1992) ao dizer que essas tém natureza essencialmente cognitiva e que atuam como uma
espécie de filtro, dando sentido as coisas ou atuando como bloqueador para novas situagoes,
limitando a possibilidade de atuacdo e compreenséo.

Tendo em vista o tema e o problema de pesquisa levantada, o objetivo geral é pesquisar as
concepcdes de professores dos anos iniciais do Ensino Fundamental em relagdo ao ensino de
Estatistica em oito escolas da cidade de Uberlandia no Tridngulo Mineiro.

Na atualidade a formacao de professores para ensinar Estatistica € um tema importante de
investigacdo como é ressaltado em Batanero, Burrill e Reading (2011); Gomez, Batanero e
Contreras (2013) e Ortiz, Batanero e Contreras (2012).

2. Procedimentos Metodoldgicos

O publico alvo da pesquisa sdo cinquenta e cinco professores dos anos iniciais do Ensino
Fundamental de escolas publicas e privadas de Uberlandia, Minas Gerais que lecionam
contetdos de Matematica, sendo 15 professores de duas escolas estaduais, 15 professores de trés
escolas privadas, 13 professores de duas escolas municipais e 12 professores de uma escola
federal.

As escolas publicas da pesquisa foram selecionadas de acordo com o seu Indice de
Desenvolvimento da Educacdo Béasica — ldeb, criado em 2007, pelo Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep), formulado para medir a qualidade do
aprendizado nacional e estabelecer metas para a melhoria do ensino (Brasil, 2014).

O Ideb funciona como um indicador nacional que possibilita 0 monitoramento da qualidade
da Educacdo pela populagdo por meio de dados concretos, com o qual a sociedade pode se
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mobilizar em busca de melhorias. Para tanto, o Ideb é calculado a partir de dois componentes: a
taxa de rendimento escolar (aprovacdo) e as medias de desempenho nos exames aplicados pelo
Inep. Os indices de aprovagdo sdo obtidos a partir do Censo Escolar, realizado anualmente
(Brasil, 2014).

No tocante as escolas privadas a amostragem escolhida é diversificada, uma vez que
utilizou como critérios o tipo de escola privada, ou seja, confessional ou particular. A estrutura
fisica também foi pensada, tanto ao pesquisar escolas maiores que tivessem mais demandas e
escolas menores. A clientela das escolas diverge, pois a localizacdo delas é em bairros
diferentes.

Assim, através de um questionario com quatro questbes abertas pretendeu-se verificar a
concepcao deste grupo de professores em relacdo ao ensino de Estatistica. A primeira pergunta
(O que é Estatistica para vocé?) pretendeu investigar como os professores de Estatistica definem
0s contelidos estatisticos ou mesmo a Estatistica. A segunda questdo (Em sua opinido como uma
pessoa adquire conhecimento em Estatistica?) perguntou como este grupo de professores
acredita que o conhecimento estatistico é adquirido, com o objetivo de identificar suas
concepcbes sobre 0 uso de estatisticas. A terceira pergunta feita (Como vocé trabalha os
contetdos estatisticos em suas aulas?), objetiva identificar como esses professores trabalham
com conteldo estatistico em suas salas de aula. A Gltima pergunta (Como vocé incorpora
situacdes do cotidiano em suas aulas de Estatistica?) procurou a opinido do mesmo grupo sobre
o0 papel da utilizacdo de situagdes do cotidiano no ensino de Estatistica.

Para Bardin (2009), a analise de conteldo torna-se um conjunto de técnicas de analise de
comunicacao que utiliza procedimentos sistematicos e objetivos de descricdo do conteldo das
mensagens e 0s organiza em trés fases: (1) Pré-Analise - fase em que o material é organizado a
fim de sistematizar ideias iniciais; (2) Exploragdo do material - a definicdo de categorias e
identificacdo das unidades e as unidades de contexto relatando em documentos; (3) Tratamento
dos resultados inferéncia e interpretacdo - que resume as principais informacdes para analise,
culminando em interpretacdes inferenciais, este € 0 momento para a intuigdo, a analise reflexiva
e critica.

Assim, as respostas dos professores foram transcritas e identificadas de acordo com cada
tema gerado a fim de se compreender a mensagem contida no texto, assumindo as impressdes
envolvidas. Cada resposta foi examinada individualmente e associadas de acordo com a
semelhanca dos seus conteldos e categorias assim definidas.

3. Resultados

Para facilitar a apresentacdo dos relatos dos professores em relacdo as suas concepgdes em
relacdo ao Ensino de Estatistica utilizamos a seguinte caracterizacdo: (1) professores de Escolas
Estaduais (PEE) seguido do numero de identificacdo do professor (por exemplo, PEEL); (2)
professores de Escolas Municipais (PEM) seguido do nimero de identificacdo do professor (por
exemplo, PEM2); (3) professores da Escola Federal (PEF) seguido do nimero de identificacdo
do professor (por exemplo, PEF3); (4) professores de Escolas Privadas (PEP) seguido do
namero de identificagdo do professor (por exemplo, PEP4).

A primeira questdo “O que é Estatistica para vocé?” observamos que dentre 45 professores
(81,8%) do total de 55 professores que a responderam, 35,6% (16 professores) dos professores
que participaram dessa pesquisa definiram que a Estatistica € um conjunto de dados que devem
ser coletados, organizados e analisados e que utiliza elementos matematicos para o0 seu
desenvolvimento. Apresentamos alguns depoimentos que corroboram este posicionamento:
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e  Estatistica é um conjunto de dados. PEE6

e Estatistica vai abranger a pesquisa, coleta de dados para determinada questdo que utilizara a
matematica para os resultados finais. PEM13

e Ainda destacamos um grupo de 13 professores (28,9%) que consideram a Estatistica como
importante instrumento para um melhor conhecimento do dia a dia. Apresentam-se também
depoimentos que indicam esta opinido em relagdo ao que seja Estatistica:

o Estatistica é uma disciplina fundamental a diversos assuntos, seja no mundo profissional ou até
mesmo no dia a dia. PEM10

e Conteudos que estdo nao sd na escola, mas no cotidiano das pessoas. PEF10

Lopes (2008) destaca a necessidade de se lembrar de que as raizes da Estatistica estdo
centradas nas diferentes areas do conhecimento e esta percep¢do remete-nos a
interdisciplinaridade. O seu ensino deve ocorrer através das experimentagdes, observacoes,
registros, coletas e analises de dados de modo interdisciplinar, possibilitando aos estudantes o
desenvolvimento do sentido critico, elemento fundamental no exercicio de uma cidadania
critica, responsavel e participativa.

A partir dos depoimentos dos professores, consideremos que estes se aproximam da
definicdo de Estatistica no site da Escola Nacional de Ciéncias Estatisticas — ENCE, que a
considera como conjunto de técnicas e métodos de pesquisa que entre outros topicos envolve o
planejamento do experimento a ser realizados, a coleta qualificada dos dados, a inferéncia, o
processamento, a analise e a disseminacdo das informacdes. Além disso, esta definicdo a nosso
ver traz aspectos importantes sobre o que é Estatistica, mostrando que além de ser um conjunto
de técnicas e métodos, envolvem aspectos como a coleta, tratamento, apresentacdo e analise de
dados que sdo importantes para auxiliar na tomada de decisdo em diversas areas do
conhecimento, sendo ainda, Util para o nosso cotidiano.

Outra questdo a ser analisada, para a determinacdo da concepcao de como os professores do
Ensino Fundamental de escolas publicas e privadas, considera de que forma uma pessoa adquire
conhecimentos em Estatistica, destaca-se que 25,5% destes professores acreditam que se
adquire este conhecimento no cotidiano, associando a Estatistica a situagdes do dia a dia. Para
um melhor entendimento, destacamos as seguintes falas:

e  Se comprometendo, e entendo a importancia da matemética para o dia a dia. PEE11

e Com as vivéncias do dia a dia, vinculadas as explicagdes em sala de aula, estruturando o saber mais
formal. PEP15

Segundo Corréa (2012), em relacdo as experiéncias profissionais, percepcbes e concepgdes
dos respondentes em relagcdo ao ensino da Estatistica, em sua pesquisa percebeu-se que todos
atribuem a Estatistica um lugar de relevancia, justificando que conhecimentos estatisticos sao
importantes, pois estdo presentes no cotidiano e nas avaliac@es de larga escala.

Destacam-se também aqueles professores (19,1%) que entendem que se adquire
conhecimento estatistico por meio de Estudos. Apresentam-se 0s seguintes testemunhos que
indicam este pensamento:

e Estudando, claro, compreendendo os caminhos de raciocinio das mesmas e principalmente no
fato de saber usa-las em seu cotidiano, entendendo como a Estatistica € importante nos mais
diferentes aspectos de vivéncia no dia a dia. PEE7
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e  Estudando e buscando conhecimento, come¢ando da base. PEP7

O processo de aprendizagem subjacente ao estudo implica que deve envolver ativamente,
para que no seja um mero receptor de informacao durante as aulas. E necessaria a conducio do
processo de aprendizagem da melhor maneira e com muitos ganhos para a apreensdo dos
conteudos a serem aprendidos.

Outra categoria de professores (17%) respondeu que € através da “Pratica” que se adquirem
conhecimentos estatisticos. Para melhor explicitar estas opinides, apresentamos alguns
depoimentos:

e Empenho, exercicios, praticas e explicacbes. PEE3

e Além da escola, na pratica. PEP11

A terceira questdo trata-se de quais sdo os procedimentos metodolégicos utilizados por esse
grupo de professores durante as suas aulas. Portanto, na analise das suas falas, destacamos cinco
grandes categorias. Verifica-se que 19,6% dos professores demonstraram que o vinculo com o
Dia a dia e com o Cotidiano é uma estratégia importante para o processo de ensino-
aprendizagem conforme os seguintes relatos:

e Gosto muito de trazer atividades concretas como, por exemplo: medidas de capacidade, massa e
comprimento é mais facil e o aluno aprende usando coisas do dia a dia. Trabalho com rétulos e
pesquisas, acho muito valioso. PEM14

e De forma ltdica relacionando com a vida da crianca. PEP14

Na perspectiva de Lopes (2008), é necessario o desenvolvimento de praticas pedagdgicas
envolvendo situagGes em que os estudantes realizem atividades considerando seus contextos e
que estes possam observar e construir os eventos possiveis, por meio de experimentagdo
concreta, de coleta e de organizacdo de dados.

Outra categoria (17,4%) em destaque para esta questdo refere-se aos professores que
trabalham a Estatistica a partir de Representagdes Graficas relacionadas a realidade dos seus
alunos. Indicamos algumas declaracdes para explicitar melhor estas préaticas:

e Através de informacBes de dados, graficos e material concreto. PEE4

e Como ministro aulas para o Ensino Fundamental (1 °ao 5 °ano) trabalho com gréaficos oriundos
de pesquisas relacionadas a realidade do aluno. PEM4

e Com graficos, tabelas em data show e na lousa. PEF12

Segundo Corréa (2012), destaca que os saberes estatisticos estdo ligados a outras disciplinas,
sendo expressos em graficos e tabelas, requerendo conceitos estatisticos para a sua
interpretacdo. Lopes (2010) indicam que se deve incentivar a leitura e a interpretacdo de
graficos, de tabelas e de medidas publicadas pelos diversos meios de comunicacéo, a fim de que
0 aluno saiba posicionar-se de forma critica diante dessas informacgdes e fornecer-lhes
ferramentas para arguir e “desmantelar” informacBGes porventura falaciosas ou mal
intencionadas.
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O papel do professor no processo ensino-aprendizagem da Estatistica deve partir de uma
metodologia por meio da proposicao de problemas concretos e da realizacdo de experimentos
reais, favorecendo a formacéo do aluno num desenvolvimento a caminho da cidadania.

Finalizando a terceira questdo, dois grupos de professores afirmaram que trabalham os
conteudos estatisticos através da Teoria e Pratica (13%) e com Outros (4,4%) métodos conforme
os relatos a sequir:

e Com teoria e pratica. PEE14

e Desde a acolhida da turma, com a contagem/soma/subtragdo de alunos. O que o resultado disso
representa trabalho diariamente, o calendario/aniversariantes; rel6gio (quantas horas); rotina;
problemas matematicos envolvendo dados reais da turma; data; grafico de votagdes, etc. PEF5

Observamos também que recai sobre o professor, principalmente, o papel de ensinar esses
contetidos aos alunos. E, como sabemos, um dos principais recursos de ensino utilizados pelo
professor é o livro didatico, recurso que se configura numa das poucas formas de documentacao
e de consulta usada por professores e alunos nas escolas publicas (Brasil, 2004).

A Estatistica deve ser aplicada no dia a dia, pois € uma ciéncia que esta a servigo das demais
além de ser um tema interdisciplinar. E considerando estes aspectos, a Ultima pergunta
guestiona & maneira como os professores incorporam situacdes do cotidiano em suas aulas de
Estatistica. Os relatos a seguir, demonstram que 28,6% dos professores incorporam a Estatistica
em suas aulas através da Prética:

e Estabelecendo vinculo com o mundo, por meio de atividades praticas e com materiais didaticos
manipulados pelos alunos. PEP2

e Usando exemplos praticos, dentro da compreensao deles, usando uma linguagem adequada ao
que propomos dentro de cada aula. PEM7

Acredita-se que uma forma interessante de adquirir esse conhecimento é por meio da jungao
de diversos componentes de uma metodologia como a contextualizacdo como cotidiano do
aluno, com temas atuais, a pratica e a pesquisa, como observa Miguel (2003) que o
conhecimento matematico ndo se consolida como um rol de ideias prontas a serem
memorizadas; um processo significativo de ensino de Matematica deve conduzir os alunos a
exploracdo de uma grande variedade de ideias e de estabelecimento de relagdes entre fatos e
conceitos de modo a incorporar os contextos do mundo real, as experiéncias e 0 modo natural de
envolvimento para o desenvolvimento das nog¢fes matematicas com vistas a aquisi¢do de
diferentes formas de percepcéo da realidade.

Nesta mesma questdo, 26,2% dos professores destacam situacGes que envolvem pesquisas
que utilizam em suas aulas, quais sejam:

e Trabalhando pesquisa, ex: filme preferido dos alunos, lanche preferido, contas de boleto,
supermercado e outros. PEM11

e Por meio das situacBes ocasionais (reportagens, informacdes do governo publico, divulgagéo de
dados e pesquisas) ou atividades sequenciadas envolvendo a estatistica e probabilidade nas
situacBes problemas. PEF8

Para Silva (2007) trabalhar a Estatistica através de projetos ou o desenvolvimento de uma
pesquisa, objetiva que o estudante sinta necessidade de resolver um problema, o que podera
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garantir seu envolvimento. Dessa forma, o problema deixaria de ser resolvido apenas porque o
professor o pede, pois o estudante estando envolvido passaria a desejar a solu¢do e buscaria
ferramentas necessérias para isso.

Onuchic e Allevato (2009) defendem que o problema é ponto de partida para se alcancgar o
conhecimento e posicionam o professor como guia e 0 aluno como co-construtor Nos Processos
de ensino-aprendizagem. Neste sentido, 2 (dois) grupos de professores (21,4% cada) afirmam
que através de SituacBes Problemas e do Dia a dia é possivel incorporar circunstancias do
cotidiano nas aulas que envolvem os contedos estatisticos. Algumas respostas expressam
melhor o pensamento dos professores:

e  SituagBes problemas e pesquisas. PEE2

e Através de rodas de conversa colhendo informagdes necessarias para o desenvolvimento do
trabalho em sala de aula. PEM4

e Através de exemplos praticos do dia a dia. PEP1

Gal (2002) aponta os estudos estatisticos como ferramentas importantes para a formacao de
um cidaddo capacitado a resolver situagdes-problema que estdo presentes em seu cotidiano com
melhor desempenho.

A competéncia para pensar estatisticamente consiste em que uma pessoa seja capaz de
compreender mensagens simples e diretas presentes no cotidiano, bem como as que envolvem
processos complexos de inferéncia. Percebemos que dominar essa forma de pensamento seja
essencial a qualquer individuo comum para que tenha maiores possibilidades de exercer sua
cidadania (Lopes, 2003).

4, Consideragdes finais

Quando definem o que é Estatistica, os professores pensam em coleta, organizacao e analise
de dados, mas ficam na ddvida quanto a ser um método, ou técnica, ou uma ciéncia ou
elementos para tomada de decisdo ou parte da matematica aplicada, indicando que é necessario
um estudo mais aprofundado dos elementos estatisticos.

Os professores acreditam que a melhor forma de obter o conhecimento estatistico é por
meio do estudo da teoria aliada a pratica de pesquisa para que os alunos se interessem pela
aprendizagem deste contetido. Indica-se também que grande parte dos professores pensa que a
obtencdo deste conhecimento se vincule simplesmente a apresentacdo de formulas e outros nem
mesmo expuseram sua opinido podendo indicar a sua ndo utilizacdo dentre os contetidos que
devem fazer parte da formacao de seus alunos.

E quanto a forma como estes professores trabalham os contedos estatisticos em sala de
aula, alguns deles tomam tabelas e graficos e associam a situagdes do cotidiano, mas a maioria
diz ndo saber como apresentar estes conteidos.

Especificamente, os professores quando perguntados se incorporaram situacdes do cotidiano
as aulas de conteudos estatisticos, alguns utilizam situagfes simples do cotidiano do aluno,
como dados dos prdprios alunos: idade, letra inicial do nome, idade, animais preferidos e até a
moeda vigente para elaborar tabelas e graficos. E da mesma forma que nas questdes anteriores,
muitos deles também nédo deixam claro como estes elementos podem ser inseridos em aulas de
matematica.
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Enfim, é preciso difundir e aprofundar mais os conhecimentos estatisticos nos encontros de
formacdo de professores e nos contextos de trabalho da escola, ressaltando as abordagens
tedrico-metodoldgicas que podem ser utilizadas nas séries iniciais, quando tratam dos conteidos
estatisticos para o tratamento da informacao e incentivar os estudos que possam contribuir para
o desenvolvimento da Educacdo Estatistica.

Acreditamos que este estudo possa ser uma possivel contribuicdo para o progresso de
produgdes académicas que enfatize a necessidade da abordagem Estatistica no processo de
ensino-aprendizagem para que o cidadao atue criticamente em seu meio social.

Vislumbra-se também que mais docentes passem a compreender e ter uma concepcao desse
contetldo com uma visdo consciente de tal forma que colaborarem com o preenchimento da
lacuna existente de estudos e praticas pedagdgicas que contemplem essencialmente da
Estatistica desde o inicio do Ensino Fundamental a fim de prolongar aos demais niveis de
ensino com sucesso.

Referéncias

Bardin, L. (2009). Analise de conteldo. Lisboa, Portugal; Edi¢ces 70.

Batanero, C., Burrill, G. y Reading, C. (Eds.) (2011). Teaching statistics in school mathematics.
challenges for teaching and teacher education.. New York: Springer.

Corréa, A. A. (2012). Saberes docentes e educacdo estatistica: composic@es analiticas no Ensino
Médio. Educ. Matem. Pesq., Sdo Paulo, 14(1), 67-83.

Cury, H. N. (1999). Concepcoes e crencas dos professores de matematica: pesquisas realizadas e
significados dos termos utilizados. Bolema, Sdo Paulo: Unesp, 12(13), 29-44.

Gal, I. (2002). Adult’s statistical literacy: meanings, components, responsibilities — appeares.
Internacional Statistical Review, Espanha, 70(1), 1-33.

Gomez, E., Batanero, C. y Contreras, C. (2013). Conocimiento matematico de futuros
profesores para la ensefianza de la probabilidad desde el enfoque frecuencial. Bolema 28
(48), 209-229.

Lopes, C. A. E. (2003). O conhecimento profissional dos professores e suas relagdes com
estatistica e probabilidade na educacdo infantil. Tese de Doutorado em Educagdo
Matemaética. Campinas: Faculdade de Educacdo da Universidade de Campinas.

Lopes, C. A. E. (2008). O ensino de estatistica e da probabilidade na Educagdo Basica e a
formacdo de professores. Caderno Cedes, 28(74), 57-73.

Lopes, C. A. E. (2010). Os desafios para educacdo estatistica no curriculo de matematica. In:
Lopes, C. E., Coutinho, C. & Almouloud, S. Estudos e reflexes em Educacéo Estatistica.
Campinas: Mercado de Letras, 2010.

Miguel, J. C. (2003). O ensino de matematica na perspectiva de formacdo de conceitos:
implicacdes tedricos-metodoldgicas. Recuperado de
http://www.inf.unioeste.br/~rogerio/Ensino-Matematica-Enfoque-Conceitos.pdf.

Ministério da Educacdo e do Desporto. Secretaria de Educacdo Fundamental Brasil. (1997)..
Parametros curriculares nacionais primeiro e segundo ciclos do Ensino Fundamental:
Matematica. Brasilia: MEC/SEF.

Ministério da Educacdo e do Desporto. Brasil. (2004). Guia de livros didaticos: 1% a 42 séries.
Brasilia: MEC.



187 Segundas Jornadas Virtuales en Did4ctica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria

Ministério da Educacdo e do Desporto. Brasil. (2014). indice de desenvolvimento da educacéo
basica (Ideb). Recuperado de http://portal.mec.gov.br.

Moron, C. F. e Brito, M. R. F. (2001). Atitudes e concep¢bes dos professores da educacdo
infantil em relacdo a Matematica. In Brito, M. R. F. Psicologia da educacdo matematica:
teoria e pesquisa. Florianépolis: Editora Insular, 263-277.

Onuchic, L. R. e Allevato, N. S. G. (2009). Ensinando Matematica na sala de aula através da
Resolucdo de Problemas. Boletim GEPEM, Rio de Janeiro, 55, 1-19.

Ortiz, J., Batanero, C. y Contreras, C. (2012). Conocimiento de profesores en formacién sobre la
idea de juego equitativo. Revista Latino Americana de Matematica Educativa, 15(1), 63-91.

Ponte. J. (1992). Concepgdes dos professores de matematica e processos de formagdo. in
educacdo e matematica: Temas de Investigacdo. Lisboa: IIE e Seccdo de Educacdo e
Matematica da SPCE, 186-239.

Ponte, J. (1994). Matthematics teachers professional knowledge. In J. Ponte, & J. Matos,
Proceedings of the Eighteen International Conference of the Psycology of Mathematics
Education. Lisboa: International Group for the Psychology of Mathematics Education.

Schoenfeld, A. (1992). Learning to think mathematically: Problem solving, metacognition, and
sense making in mathematics. In Grouws, D. A. Handbook of research on mathematics
teaching and learning. New York: MacMillan, 334-370.

Silva, C. B. (2007). Pensamento estatistico e raciocinio sobre variacdo: um estudo com
professores de matemética. Tese de Doutorado em Educacdo Matematica. Sdo Paulo:
Faculdade de Educacdo da Pontificia Universidade Catélica de Sdo Paulo.

Thompson, A. (1992). Teachers’ beliefs and conceptions: A synthesis of the research. In:
GROUWS, D. A. Handbook of research in mathematics teaching and learning. New York:
Macmillan.

Zabalza, M. A. (1994). Diarios de aula. Contributo para o estudo dos dilemas praticos dos
professores. Porto: Porto Editora, Colecgdo Ciéncias da Educacao.






Conhecimentos de futuros professores de matematica sobre
probabilidade condicional por meio do jogo das trés fichas

José Ivanildo Felisberto de Carvalho

ivanfcar@hotmail.com - Universidade Federal de Pernambuco — UFPE/Brasil

Resumo

Esta comunicagdo discute conhecimentos necessarios para a compreensdo do
conceito de probabilidade condicional na formagdo inicial do professor de
matematica. Apresentamos a analise de um jogo vivenciado com 25 futuros
professores do curso de Matematica-licenciatura da UFPE — campus académico do
Agreste. Os resultados apontam lacunas no conhecimento comum e especializado
do conteudo deste grupo com o conceito de probabilidade condicional. A atividade
estd ancorada na literatura sobre os processos de ensino e aprendizagem da
probabilidade constituindo-se também como exemplo de abordagem na formacgao
do professor para melhor desempenho em seu futuro exercicio docente.
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de professores; Conhecimentos de professores de matematica.

1. Introducéo

O conceito de probabilidade condicional ¢ um conceito relevante no campo das estatisticas
por considerar alteragdes no nosso grau de crenga sobre eventos aleatdrios ao adquirimos novas
informagdes. Ter conhecimentos concernentes a este conceito ¢ base para uma sabia tomada de
decisdo em situagdes que envolvem a incerteza, seja na vida cotidiana, seja no campo
profissional.

A natureza da probabilidade condicional precisa de uma atencao especial dos professores de
matematica por que o mapeamento do espaco amostral se revela mais complexo. A utilizagdo
apenas procedimental da formula ndo propicia uma compreensao deste conceito. Este conceito &
utilizado tanto na estatistica cldssica como na bayesiana refor¢ando a necessidade de uma
abordagem diferenciada e significativa do mesmo.

A probabilidade condicional refere-se a probabilidade de ocorrer um evento (A) sabendo-se
que outro evento (B) ja ocorreu. Formalmente, se define mediante a expressao:

P(A|B)=P (AN B)/P(B) sempre que P(B) > 0.

Em pesquisas realizadas por diversos autores, envolvendo tanto professores como
estudantes, uma das dificuldades com probabilidade condicional é discriminar adequadamente a
direcdo da condicional P (A|B) e P (B|4) ou supor que P (A|B) e P (B|4) sdo iguais (Batanero,
Contreras e Diaz, 2012; Oliveira, 2013). Esse erro ¢ denominado por Falk (1986) como faldcia
da condicional transposta. Pelo teorema da Bayes, estas probabilidades condicionadas s6 sdo
iguais se A e B tiverem a mesma probabilidade.

Este erro pode levar a serias consequéncias, tal como o exemplo explicitado em Batanero et
al (2012, p. 8): a confusdo entra a probabilidade de que uma crianca afetada com sindrome de

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 189-196). Granada, 2015.
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A . . , 1 o, , . ’ .
Down dé uma amniocentesis pré-natal’ positiva, que é alta e o fato de que, sendo o diagnostico
positivo a crianga realmente tenha sindrome de Down, que é muito menor.

Atividade que aparentemente parecem ser faceis, mas que tem solugdes contra-intuitivas, se
constituem grande fonte de erros e incompreensdes, tanto por parte de alunos como por
professores.

2. Antecedentes e Marco Tebrico

Falk (1986) ao investigar a faldcia da condicional transporta, advoga que tal dificuldade
pode ser proveniente da interpretagdo da condicionalidade como causalidade, da defini¢do do
evento condicionante e a confusdo da probabilidade inversa.

Estudo realizado por Figueiredo (2000) com estudantes do curso de Licenciatura em
Matematica ¢ Ciéncias da Computacao ressalta que diante de questdes que envolvam a
probabilidade condicional os estudantes diferenciavam esta da probabilidade da intersecdo e o
calculo da P(A/B) do de P(B/A), desde que estes se apresentassem nas perguntas em linguagem
natural. Quando as questdes analogas eram apresentadas na linguagem simbélica, muitos alunos
mostraram dificuldades em resolvé-las.

Estrada e Diaz (2006) apresentaram um estudo avaliando os “sesgos” (deslizes; desvios) no
raciocinio condicional de uma amostra com 159 estudantes de Matematica, Magistério e
Psicologia. Os resultados indicam que o tema ndo resulta facil para estes estudantes e evidencia
a necessidade de potencializar a formagao estatistica sobretudo entre os futuros professores de
matematica.

Contreras (2011) desenvolveu em sua tese de doutoramento um conjunto de cinco estudos
para compreender os conhecimentos de professores e alunos sobre probabilidade condicional e o
uso de recursos didaticos na Formagao de professores do ensino primario e secundario com foco
na probabilidade condicional. O estudo de nimero 5 apresentou como um dos objetivos fazer
os professores (166 participantes da Espanha, México e Portugal) experimentar uma situagdo
didatica baseada em um paradoxo classico da teoria probabilistica com intuito de aflorar alguns
conhecimentos matematicos e didaticos deste grupo concernente a probabilidade condicional.
Uma propor¢ao consideravel destes professores mostrou intuigdes incorretas no comeco da
atividade — Jogo das Trés Fichas e ndo foram capazes de dar uma demonstragdo matematica
completa da estratégia uma vez identificada ao final do jogo. A atividade se mostrou 1til para
provocar a reflexdo didatica do professor. Em nosso caso, utilizamos este jogo com 0s mesmos
objetivos, posto que, esperamos que os futuros professores da nossa mostra tenham os
conhecimentos suficientes sobre probabilidade condicional para realizar o seu exercicio docente
de forma eficaz neste campo.

Escolhemos também, compondo nosso marco teorico, os estudos sobre o Conhecimento
Matematico para o Ensino, desenvolvido por Ball, Thames e Phelps (2008). Estes pesquisadores
descrevem o conhecimento matematico para o ensino como “o conhecimento matematico que o
professor usa na sala de aula para que o aluno construa o conhecimento.” Logo, tomamos como

' A amniocentese ¢ um método de diagnostico pré-natal que ¢é tipicamente aconselhado aos pais perante a
probabilidade de deformagdes genéticas durante a gravidez.
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base as categorias de conhecimentos necessarios ao professor de matematica, estabelecidas por
esses pesquisadores e que discorremos em seguida.

Conhecimento do contetido

O conhecimento do conteudo comum € o conhecimento colocado em jogo por qualquer
pessoa para resolver determinados problemas matematicos. No tocante ao ensino de
probabilidade condicional, o professor dos anos finais do Ensino Fundamental, deve ter a
capacidade de, por exemplo, de discriminar um evento que envolve probabilidade simples de
uma probabilidade condicional.

O conhecimento do conteudo especializado inclui, por exemplo, aspectos como identificar
ideias matematicas que dao base a resolu¢do de um problema. Em relagdo ao ensino da
probabilidade condicional, o professor dos anos finais do Ensino Fundamental deveria saber a
epistemologia do conceito de probabilidade em que neste processo encontramos diferentes
significados. Conhecer ainda as limitagcdes e avancos de cada significado, a saber: classico,
frequentista, subjetivo e axiomatico. Discriminar entre probabilidade simples, composta e
condicional. Ter capacidade para leitura em tabelas de contingéncia — que sdo usadas para
registrar observacdes independentes de duas ou mais varidveis aleatérias, normalmente
qualitativas; compreendendo ainda sobre entre independéncia e dependéncia dos dados. Com
este dominio o professor pode propor situagdes em que ajude os estudantes a construir o
conhecimento em probabilidade condicional numa perspectiva integral.

E por fim o conhecimento horizontal do conteudo, que € o conhecimento da relagdo com
outras disciplinas e as conexoes intradisciplinares, a titulo de exemplo, com a histéria da
matematica ¢ da propria probabilidade.

Conhecimento Pedagogico do Conteudo

O conhecimento do conteudo e do curriculo esta relacionado com a compreensdo dos
programas curriculares para um determinado contetido. O professor, por exemplo, deve ter um
conhecimento sobre a pertinéncia ou ndo da inclusdo de um conteudo em um determinado nivel
escolar e as implicagdes didaticas que advém desta escolha.

O conhecimento do conteudo e dos estudantes, ou seja, o conhecimento de como os
estudantes aprendem determinados conteudos; por exemplo, o professor, ao saber que seus
alunos t€m dificuldades no mapeamento do espago amostral, deve incentivar que eles busquem
estratégias para a superagdo dessa dificuldade.

O conhecimento do conteudo e do ensino € resultante da integragdo do conhecimento do
contetido matematico e do ensino desse conteudo; por exemplo, o professor podera discutir com
seus alunos diferentes registros para a determinagdo do espaco amostral, como tabelas de dupla
entrada e diagramas de arvore. Nesse ambito, o professor deverd também ter conhecimento de
estudos e pesquisas indicando questdes relativas ao ensino e aprendizagem da probabilidade
condicional. Estudos que apontem uma melhor abordagem para dirimir as falacias como o caso
da condicional transposta.

3. Método

Participantes. Os participantes da pesquisa foram estudantes do curso de Matematica-
Licenciatura do Centro Académico do Agreste — Universidade Federal de Pernambuco. A
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disciplina foi a de Estatistica e Probabilidade, em sua maioria, estudantes do 2° periodo e 3°
periodo. Participaram da atividade 25 estudantes. Contudo, ndo ha implicagdes para os
resultados que vamos apresentar, uma vez que apresentamos as analises por atividades.

Atividade — Jogo das Trés Fichas. Propomos esta atividade para permitir aos estudantes a
ressignificagdo e/ou mesmo a constru¢do do conhecimento sobre probabilidade condicional,
mobilizando o conhecimento especifico do contetido. Pretendemos por meio dessa atividade que
os licenciandos — futuros professores — reflitam suas dificuldades e seu rebatimento nas suas
futuras salas de aula. Para isto, lancamos mao do Jogo das Trés Fichas apresentado por
Contreras em diversas publicagdes (Contreras, 2001; Contreras, Batanero, Arteaga, e Cafadas
2012; Batanero, Contreras, Diaz e Cafiadas, 2014). Este jogo foi sistematizo com base no
Paradoxo das Caixas de Bertrand, assim conhecido por ter sido estudado pelo matematico
francés do século XIX Joseph Bertand. O jogo tem o seguinte enunciado:

Se tomam 3 fichas da mesma forma e tamanho, das quais uma é vermelha em ambas as faces,
outra é azul por uma face e vermelho na outra e a terceira é azul nas duas faces. O professor
coloca as trés fichas em uma caixa, que agita convenientemente, antes de selecionar uma das
trés fichas ao azar. Mostra uma das faces da ficha, mantendo a outra escondida, pedindo a seus
alunos que adivinhem a cor do lado oculto. Uma vez feita as apostas, o professor mostra o lado
oculto. Cada aluno que tenha acertado a previsdo efetuada consegue um ponto.

Temos como objetivo aflorar nos professores alguns conhecimentos matematicos e didaticos
com relagdo a probabilidade condicional. Além de confronta-los por meio das suas estratégias
articulado ao conceito de probabilidade condicional.

Os estudantes receberam uma folha de registro com o enunciado e espaco para os demais
registros que a atividade solicita. Cada estudante deve apresentar sua estratégia e argumentar
sobre a estratégia escolhida. Foi disponibilizado um espago para o debate coletivo e decidir qual
¢ a melhor estratégia e analisar os diferentes argumentos envolvendo a probabilidade
condicional.

Andlise dos Dados. Para analise dos dados adotamos uma perspectiva de analise qualitativa
e ndo apenas quantitativa com base em acerto e erros. Os protocolos foram analisados por
diversas vezes para definigdo das variaveis e categorias.

Por meio dos protocolos, das estratégias adotadas e do debate em sala de aula pudemos
levantar dados para uma analise mais ampla ao qual estamos apresentando neste texto. E ainda,
no que diz respeito aos conhecimentos necessarios ao ensino de probabilidade, consideramos as
categorias apresentadas por Ball ef a/ (2008) tal qual discutido no capitulo acima, porém para
analise da atividade aqui apresentada, nosso foco centra-se no conhecimento comum do
conteudo e no conhecimento especializado do conteudo de probabilidade.

4. Resultados e discussdes
Tomamos para nossa analise as estratégias descritas em Contreras (2011) e Contreras, Diaz,
Batanero e Ortiz (2010), a saber:
E1 — Apostar na mesma cor da face que se vé (correta);
E2 — Apostar na cor contraria da que se mostra;

E3 — Considerar que ndo utilizou nenhuma estratégia - escolha aleatoria;
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E4 — Eleger uma das cores em todos os ensaios;

E5 — Uso dos resultados anteriores para a escolha;

E6 — Mudar as estratégias ao longo da sequéncia dos ensaios;
E7 — Propriedades nao fisicas das tarjetas.

Analisando as estratégias iniciais (primeira jogada), temos a tabela abaixo que apresenta a
frequéncia absoluta dos tipos de estratégias e as respectivas porcentagens com relagdo a
estratégia inicial.

Tabela 1: Estratégias Iniciais

Estratégias Freq. Porc. (%)

E2 5 20,0
E3 17 68,0
E4 1 4,0
ES 2 8,0
TOTAL 25 100,0

Os indices nos revelam que um maior grupo de licenciandos (68%) considerou que ndo
utilizavam nenhum tipo de estratégia em suas apostas ou que apostavam aleatoriamente (E3).
Alguns argumentos erroneos apresentavam uma ideia de que os resultados de dar uma das cores
seriam equiprovaveis. Nenhum dos participantes elegeu a estratégia correta “E1” como
estratégia inicial. Esses resultados estdo na mesma direcdo dos resultados de Contreras (2011)
em que a E3 é a de maior indice (47,6%) de indicagdes dos participantes da sua pesquisa com
166 professores em exercicios e futuros professores.

No segundo momento da atividade, realizava-se outro sorteio e desta vez era solicitado aos
estudantes, além de identificar a estratégia clegida por eles, deveriam apresentar uma
demonstracdo matematica para a mesma. Temos que 61,5% apresentaram uma demonstracio
matematica, enquanto que 38,5% nao responderam este item.

O problema pode ser resolvido de diversas formas e sem necessariamente utilizar a formula
da probabilidade condicional. Uma solugéo correta ¢ mais intuitiva é observar que das 3 fichas,
duas tem a mesma cor. Ao sortear uma ficha aleatoriamente temos trés possibilidades (as trés
fichas). Os casos favoraveis sdo as duas fichas de mesma cor. Logo, a probabilidade de face
oculta = face visivel ¢ igual a probabilidade de duas faces iguais, ou seja, 2/3.

Dos estudantes que responderam (61,5%), os mesmos utilizaram fragdes, porcentagens,
combinagdes e diagramas das possibilidades para demonstrar sua estratégia. A seguir,
apresentamos trés protocolos com as justificativas e estratégias.
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Figura 1: protocolo n° 15

O estudante acima aponta para a resposta correta da probabilidade que é de 2/3. No entanto,
ao explicitar sua demonstragdo matematica se confunde ao mapear o espago amostral e seu
argumento se torna erroneo. E preciso levar em consideragio o fato de que mesmo que a
possibilidade “Azl e Az2” e “Az2 e Azl” represente fisicamente a mesma ficha, mas sdo
possibilidades diferentes dentro do espago amostral. O protocolo demonstra que o estudante
consegue considerar isto para as fichas de cores diferentes, mas ndo o faz para as fichas de
mesma cor. O correto seria explicitar as diferentes faces que se tem com as fichas, uma
representagao poderia ser a seguinte:

Ficha amarela nas duas faces (Aml ¢ Am2), Ficha azul nas duas faces (Azl ¢ Az2) e Ficha
Azul em uma face e amarela na outra (Am e Az). O espago amostral compreenderia os seguintes
resultados: Aml_Am2; Am2 Aml; Azl Az2; Az2 Azl; Am Az; Az Am.

Como observamos, temos quatro resultados favoraveis dentre todos os seis resultados
possiveis, pela regra de Laplace, a probabilidade é de 4/6 ou 2/3. Observemos agora a resolugao
do proximo estudante.

3, Se estds seguro da tua estratégia, dd uma demonstragdo matematica da mesma. :
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Figura 2: protocolo n°19

O estudante apresenta uma dificuldade para construir um argumento correto com base no
espago amostral, também como no protocolo anterior. O que destacamos deste estudante ¢ a
frase “uma das cartas ja é escolhida” que sinaliza uma nog¢ao do significado da probabilidade
condicional.

Para chegar a uma demonstragdo correta utilizando a probabilidade condicional, poderia se
pensar na resposta a seguinte pergunta: Qual a probabilidade de ocorrer Am dado que Am ja
tenha ocorrido? Como nos estudos de Falk (1986) entender este evento condicionante nio é
tarefa facil para os estudantes. Utilizando o algoritmo do célculo da probabilidade condicional
“P(Am|Am) = P(Am N Am) / P(Am)” encontramos (1/3) / (1/2) = 2/3. De forma andloga para a
cor azul. E para confirmar utilizando a ficha de cor diferente: Qual a probabilidade de ocorrer
Am dado que Az ja tenha ocorrido? Encontramos como resposta (1/6) / (1/2) = 1/3. De forma
analoga encontramos o mesmo resultado trocando as cores. Assim, a probabilidade de apostar
na mesma cor ¢ maior ¢ se torna em uma estratégia mais sabia. Observemos mais um protocolo.

3. Se estds seguro da tua estratégia, dd uma demonstragdo matematica da mesma.

CO ~~ T2 wmo o R

Figura 3: protocolo n°5

Ja este estudante da figura 3 apresenta um argumento erréneo e que o leva para uma
resposta incorreta. O que o mesmo realiza como demonstragao matematica ¢ o estabelecimento
da razdo entre a quantidade de amarelos ¢ quantidade de azuis. Esse ¢ um erro comum e que
envolve o significado da probabilidade classica.
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Apbs a realizagdo do jogo e dos questionamentos que a atividade possibilita comegamos a
discutir situagdes em que ¢ necessario calcular a probabilidade de um evento dado que outro ja
tenha ocorrido e assim sistematizar o conceito de probabilidade condicional a que esta atividade
propicia. Além disto, houve uma reflexdo sobre a utilizacdo deste jogo como um recurso
didatico que faz aflorar confusdes ao se raciocinar condicionalmente.

5. Consideracdes finais

Estes resultados sdo motivos de preocupacdo, na formacao inicial dos estudantes do curso de
Matematica-Licenciatura, uma vez que se aos mesmos nao for propiciada uma vivéncia de
situagdes que mobilizem os conhecimentos necessarios ao ensino, os professores tenderdo a
falhar no ensino de probabilidade, bem como em algumas atividades profissionais que requerem
o raciocinio probabilistico, tais como compreender o que os alunos sabem ¢ ainda, decidirem
estratégias didaticas de agdo para dirimir tais dificuldades.

Defendemos, com base nos estudos aqui apresentados, que os licenciandos devem na sua
formacao inicial entrar em contato com atividades que mobilizem e avancem os conhecimentos
necessarios para os processos de constru¢do do conceito de probabilidade. Devem dominar os
diferentes significados de probabilidade, da probabilidade condicional e das nogdes que
sustentam este conhecimento. Devem ter em seu repertorio situacdes didaticas para a sua futura
pratica profissional. E necessario conhecer as implicagdes didaticas das abordagens que
discutimos para um melhor planejamento do seu ensino sobre probabilidade.

Ao mobilizar tais conhecimentos com os licenciandos estaremos avangando na transi¢ao do
conhecimento comum para o conhecimento especializado de probabilidade, ¢ que, reverbere no
Conhecimento Matematico para o Ensino de Probabilidade Condicional.
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Resumen

En el presente articulo reportamos resultados de una investigacion realizada con 22
estudiantes universitarios del &rea de ciencias sociales sobre el razonamiento e
imagenes que construyen sobre conceptos de poblacion, muestra, variabilidad
muestral, efecto del tamafio de muestra y error de muestreo, los cuales son parte
esencial en el desarrollo de una concepcidn estocastica de la inferencia estadistica.
Los resultados muestran que los estudiantes adquirieron algunos elementos que
caracterizan una concepcion estocastica del muestreo cuando respondieron diversas
preguntas, recién concluidas las actividades de simulacion, tales como
identificacion correcta de la variabilidad muestral mediante un intervalo, efecto del
tamafio de muestra en el error muestral y la forma y variabilidad de una
distribucion muestral. Sin embargo, cuando se les administré un cuestionario dias
después, varios estudiantes no lograron distinguir graficamente una poblacién de
una distribucion muestral, y no tuvieron claridad en la idea de que los datos que se
representan en la distribucion muestral son estadisticos calculados sobre una
muestra —en este caso la media-. Se identificaron imagenes erroneas sobre la idea
de poblacién y variabilidad desde un punto de vista grafico que obstruyeron un
razonamiento adecuado.

Palabras clave: Poblacion, muestra, variabilidad muestral, simulacion.

1. Introduccion

Una distribucion muestral representa el valor que puede tomar un estadistico (por ejemplo,
la media o la proporcion) en cada una de las muestras aleatorias de un tamafio dado que son
posibles de seleccionar de una misma poblacion. Asi, en tanto los estadisticos constituyen el
medio para estimar los pardmetros poblacionales, el conocimiento de su distribucion muestral
permite determinar intervalos de valores entre los cuales se puede encontrar el pardmetro de
interés, o si suposiciones de valores de los parametros, concuerdan con los valores del
estadistico y su ubicacion en la distribucion muestral.

La ensefianza tradicional de las distribuciones muestrales y la inferencia estadistica en los
cursos universitarios esta basada en un enfoque formal deductivo que utiliza la teoria de la
probabilidad, por lo que requiere de un lenguaje matematico que esta fuera del alcance de
muchos estudiantes —particularmente de los estudiantes del area de ciencias sociales y
humanidades-; y mas importante aun, la distribucion muestral descrita mediante una
distribucidn tedrica de probabilidad es dificil de asociar con el proceso real que se utiliza en la
seleccion de muestras de una poblacién (Lipson, 2002; Meletiou-Mavrotheris, 2004).

Las fuentes de dificultad asociadas a las distribuciones muestrales son de diversa indole.
Chance, delMas y Garfield (2004) sugieren que la complejidad del tema se debe a que requiere
la integracion y combinacion de muchas ideas de estadistica y probabilidad, tales como
aleatoriedad, distribucidn, muestra, poblacidn, variabilidad y muestreo. Lipson (2002), sostiene

En J. M. Contreras, C. Batanero, J. D. Godino, G.R. Cafiadas, P. Arteaga, E. Molina, M.M. Gea y M.M.
Lopez (Eds.), Didactica de la Estadistica, Probabilidad y Combinatoria, 2 (pp. 197-205). Granada, 2015.
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que la dificultad en su compresion esta asociada a la idea de muestra, al proceso de muestreo,
asi como a la diversidad de representaciones matematicas y simbolicas que el concepto posee.
Saldanha y Thompson (2002) por su parte consideran problemético que los estudiantes tienden a
enfocarse en muestras individuales y resimenes estadisticos de ellas, en vez de enfocarse en
como se distribuyen las colecciones de estadisticos muestrales. Desde nuestra perspectiva, el
enfoque formal que prevalece en la ensefianza de la inferencia estadistica, ademas de las
dificultades que entrafia para los estudiantes con pocos antecedentes matematicos, no hace
visible las relaciones que existen en los conceptos y las relaciones que intervienen, al enfocarse
mas en el resultado que en el proceso, y limitarse al uso de férmulas en la que se sustituyen
datos y utilizar tablas de probabilidad para obtener resultados, dando con ello una imagen
estatica y determinista de la inferencia, cuando es la variabilidad parte central en su estudio.
Diversas investigaciones sugieren una ensefianza que clarifique la forma en que se relacionan e
intervienen todos estos conceptos como paso previo al estudio de los métodos formales de la
inferencia, con lo que se pretende que los estudiantes, ademas de comprender los métodos y sus
resultados, desarrollen un razonamiento inferencial adecuado para la vida cotidiana y la
profesion.

Algunos autores (Liu y Thompson, 2007; Konold y Kazak, 2008) han hecho un llamado
para desarrollar una concepcion estocastica de la probabilidad y la inferencia estadistica desde
edades tempranas, esto es, concebir a los eventos y al muestreo como procesos estocasticos o
aleatorios para que los estudiantes vayan desarrollando ideas intuitivas correctas sobre
probabilidad, poblaciones, muestras, variabilidad muestral, distribuciones muestrales y efecto
del tamafio de muestra. Este acercamiento a los conceptos de inferencia desde una perspectiva
informal requiere del uso de herramientas tecnol6gicas con amplio potencial de
representaciones visuales dinamicas para generar imagenes correctas de estos conceptos en los
estudiantes.

En el presente trabajo nos hemos propuesto analizar el razonamiento e imagenes que
estudiantes universitarios de ciencias sociales construyen sobre conceptos que forman parte de
las distribuciones muestrales, los cuales son parte esencial en el desarrollo de una concepcién
estocastica de la inferencia estadistica. Utilizamos un ambiente computacional como el que
proporciona el software Geogebra (Hohenwarter, 2001), software libre que en los afios recientes
ha cobrado especial importancia en la ensefianza de las matematicas por su potencial cognitivo
basado en el uso de representaciones dinamicas maltiples de los conceptos matematicos.

2. Marco tedrico

2.1. Concepcion estocéstica del muestreo

Conceptualizar el muestreo de poblaciones, la variabilidad muestral, los efectos del tamafio
de muestra y la toma de decisiones bajo incertidumbre, involucra concebir situaciones
generadoras de datos como procesos estocasticos o procesos aleatorios (Pfannkuch et. al, 2012).
En el caso particular de la probabilidad, Liu y Thompson (2007, p. 122) caracterizan un
concepcidn estocastica de la siguiente manera: “una persona con una concepcion estocastica o
aleatoria de un evento concibe un resultado observado como una expresion de un proceso
subyacente repetible, el cual después de una gran cantidad de repeticiones producird una
distribucion estable de resultados”. Pfannkuch et al. (2012) extienden dicha concepcion al
muestreo y la inferencia estadistica. Una concepcidn estocéstica del muestreo significa:
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1. Concebir el muestreo como un proceso aleatorio. Esto es, seleccionar una muestra de la
poblacién, registrar el dato de cada elemento de la muestra y calcular el estadistico en
cuestion para estimar el correspondiente parametro de la poblacion.

2. Imaginar muestras de un mismo tamafio tomadas repetidamente y registrar el valor del
estadistico en cada una de ellas.

3. Comprender que este proceso producird una coleccion de resultados que seran en su
mayoria diferentes del pardmetro poblacional que deseamos estimar (la distribucion
muestral).

4. Comprender que debido al proceso de seleccidon aleatoria hay variabilidad en los
resultados, pero en una gran cantidad de repeticiones la distribucion de los resultados
llegard a ser estable y centrada en el verdadero valor del parametro.

2.2. La computadora como herramienta cognitiva

En la literatura de educacion estadistica (Efron, 2000; Mills, 2002) se sugiere con frecuencia
la utilizacion de simulacion computacional para la ensefianza de las distribuciones muestrales y
la inferencia estadistica como medio para desarrollar una comprensién adecuada del amplio
recurso conceptual que subyace a los métodos de inferencia. La interactividad y la multiplicidad
de representaciones visuales dindmicas de las que disponen las herramientas de software que
existen en la actualidad, asi como el poder de simulacion para extraer una gran cantidad de
muestras de una poblacion casi de forma simultdnea, pueden ayudar a que los estudiantes
accedan a las grandes ideas de la inferencia de una forma que hasta hace poco tiempo no era
accesible a través de un ambiente de lapiz y papel.

Pea (1987) se refiere a este potencial de la tecnologia computacional como “metafora
reorganizadora”, que cuando es utilizada adecuadamente, tiene la capacidad para provocar
cambios estructurales en el sistema cognitivo de los estudiantes a través de una reorganizacion y
transformacién de las actividades que ellos realizan con las representaciones y sus
transformaciones. Pea define a una herramienta cognitiva como cualquier medio que ayuda a
trascender las limitaciones de la mente, en el pensamiento, en el aprendizaje y las actividades de
resolucién de problemas. Particularmente, en el caso de las computadoras, constituyen una
extraordinaria y potente herramienta cognitiva para aprender a pensar matematicamente; con
ellas se pueden operaron no solo nimeros, sino también simbolos, y permiten almacenar y
manipular simbolos dinamicamente y permiten interacciones con los usuarios en tiempo real. En
este sentido, el aspecto representacional y de célculo de la tecnologia, adquiere especial
importancia en el desarrollo de imagenes visuales de los conceptos y sus conexiones, que les
puede ayudar a los estudiantes a desarrollar imagenes mentales correctas y comprender de
forma adecuada el proceso subyacente a una inferencia.

3. Metodologia

La investigacion se llevo a cabo con 22 estudiantes que tomaban un curso de probabilidad
en la carrera de Estudios Internacionales y Politicas Publicas, el cual fue muy posterior al curso
de estadistica, algo inusual en los planes de estudio. Las actividades de ensefianza se disefiaron
con el proposito de desarrollar en los estudiantes una concepcion estocastica de las
distribuciones muestrales. Se elaboraron dos actividades para la distribucion muestral de la
media y una actividad para la distribucion muestral de la proporcion; sin embargo, en este
articulo se reportan solamente los resultados obtenidos en las actividades de la distribucion
muestral de la media. Antes de utilizar el ambiente computacional, se trabajé una actividad en
forma experimental para ayudar a los estudiantes a fijar ideas sobre el proceso de seleccién de
muestras de una poblacion y los conceptos que se involucran, y asi facilitar el proceso de
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simulacién y los calculos de estadisticos que posteriormente se realizaron con el software
Geogebra. Para el caso especifico de distribuciones muestrales, el software dispone de una hoja
de célculo con diversos comandos y una ventana gréafica que permiten simular y visualizar el
proceso de seleccion de muestras de una poblacidn y el comportamiento de una distribucion
muestral en forma numérica y gréafica.

La estructura de cada actividad consistia en que dada una poblacion de datos, se calcula la
media y la desviacion estandar; enseguida se obtiene una muestra de la poblacion y se calcula su
media muestral, entonces el proceso se repite muchas veces para generar una coleccion
numérica y gréfica con los las medias calculadas (distribucién muestral empirica) a la que se
calcula su media y su error estandar. Enseguida se aumenta el tamafio de la muestra
seleccionada y se realiza el mismo proceso de célculo y graficacion. Adicionalmente, se
calcularon los errores muestrales para los tamafios de muestra. Al final de cada actividad se
proporciond una hoja de trabajo donde los estudiantes respondieron varias preguntas que
buscaban explorar su comprension. Ademas se utilizaron un cuestionario de evaluaciéon y
entrevistas a con tres estudiantes.

4. Resultados y Discusion

a) Simulacion fisica del muestreo

Se formaron equipos de 3 y 4 estudiantes y se pidi6 a cada uno que escribiera en un pequefio
papel la cantidad de contactos que tiene en su red social favorita y lo colocara en una urna. En la
hoja de trabajo se les pidi6 que describieran la poblacion mediante su media aritmética y
desviacion estandar. Enseguida debian seleccionar una muestra de tamafio 5, calcular su media
aritmética y registrarla en una tabla. EI procedimiento anterior lo repetian 20 veces y al final
graficaron las medias muestrales en un diagrama de puntos y calcularon la media de la
distribucion y su desviacion estandar. EI mismo proceso fue realizado para muestras de tamafio
10. No obstante que se trataba de la primera parte de la actividad, algunos estudiantes mostraron
sentido de la variabilidad en las muestras y de algunas propiedades de las distribuciones
muestrales. Por ejemplo un equipo escribi6 lo siguiente: ““cuando el tamafio de muestra es mas
grande, la diferencia de la media con respecto a la media de la poblacién disminuye. De la
misma manera, la desviacion estandar que expresa la dispersion de los datos disminuye cuando
la muestra es mayor™. Otro equipo sefialo: “aunque las muestras sean aleatorias, el resultado
no varia mucho, entre mas grande es el tamafio de muestra la desviacion estandar es menor vy el
resultado es mas exacto”

b) Simulacién computacional del muestreo

Posterior a la simulacion fisica donde se extrajeron muestras de la poblacion representada
por el nimero de contactos en redes sociales de los estudiantes, se procedié a realizar la
simulacion con el software Geogebra. Después de calcular medidas descriptivas de la poblacion
(media y desviacion estandar) se extrajeron muestras de tamarfio 5y se calcul6 la media muestral
a cada una hasta completar 500 muestras. Una vez construida la distribucion muestral empirica
se procedio a calcular su media y desviacion estandar. EI mismo proceso se repitié para
muestras de tamafio 10, 20 y 30. Adicionalmente se calculé el error de cada muestra para los
tamafio 5 y 30 (ver Figura 1). La actividad 2 consistié de una poblacién con datos de los
estimulos econdmicos (pesos por quincena) que reciben 300 profesores universitarios (ver
Figura 2) y se procedié en el mismo sentido que en la actividad 1. Una vez concluida cada
actividad, los estudiantes completaron una hoja de trabajo donde respondieron diversas
preguntas con lo que se pretendia explorar conceptos como:
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Relacion entre tamafio de muestra y variabilidad de la distribucion muestral.

Relacion entre el tamafio de muestra y la forma de las distribuciones muestrales.

Efecto del tamafio de muestra en el centro de las distribuciones muestrales.

Calculo del error muestral y el efecto del tamafio de muestra.

Identificacion de un intervalo intuitivo que comprende un porcentaje de medias

aprwdPE

muestrales.
A B [ c D | E [ F [ g [0 ] I |
Numero de contactos Medias Muestrales n=5 | Medias Muestrales n=10 ‘ Medias Muestrales n=20 ‘ Medias Muestrales n=30 ‘ Error Muestra=5 |Error Muestra=30 |
400 Media Poblacion 460.18 | 397 456.1 330.85 3939 §3.18 66.28
500 Desviacion Poblacion | 411.33 | 643.2 §70.9 467.5 492,07 183.02 38.88
985 894 2582 6207 497.37 433.82 37.18
129 3716 5294 466.55 548.13 §8.58 87.95
1624 | Desviacion Estandar n=5_| 186.23 | 505.8 362 554.15 5363 45.62 76.12
i} 6716 4596 407.5 52057 21142 6038
500 §39.8 5194 5723 530.83 179.62 7065
82 7252 4995 67555 386.03 265.02 74.15
299 497.4 347 492.15 5238 w22 65.62
308 266.6 3863 611 366.67 193.58 9352
220 4932 4614 358.95 538.87 33.02 78.68
50 3816 4472 707.45 5259 78.58 65.72
116 [Media Muestran=30 | 45438 | 283.2 §38.5 33185 61247 176.98 152.28
76 5084 3609 52095 445.77 48.22 14.42
800 2338 3519 73625 374.83 226.38 85.35

Figura 1: Hoja de calculo de Geogebra con simulacion de muestras (Actividad 1)

D \ £ [ F G \ H | \ J \ K \ L
Estimulo (pesos quincen Medias muestrales n=10 ‘ Medias muestrales n=30 | Medias muestrales n=50 ‘ Ermores muestrales n=10 ‘ Errores muestrales n=30 ‘ Errores muestrales n=50
362094‘Med\a poblacidn ‘ 326845 33384 324168 3306.35 69.95 2677 a9
256947 ‘ Desviaciin estindar poblacional ‘ 956.76 329452 334208 3097.45 2607 7363 m
pimeroD3 27642 25 329407 £ 4209 12562
255065 ‘ Media muesiral n=10 ‘ 3270 32‘ 294043 320168 310158 32802 6678 166,89
27042 ‘ Desviacion estindar muestial n=10 ‘ 29434‘ 3665 52 321144 330969 397.07 299 4124
221457 2051 81745 311445 3748 249 184
23273‘Med\a muestral =30 ‘ 327463‘ 303055 27183 032682 2379 296.62 23583
21457 ‘ Desviacidn estindar muestral n=30 ‘ 17249‘ 35177 332661 3461.92 8931 58.16 19347
194051 3006.35 kIt 318075 2821 125.35 1077
207457 ‘ Wedia muestral n=50 ‘ 326811 ‘ 315947 302801 322226 10899 24044 462
264293 ‘ Desviacion estindar muestral n=50 ‘ 140, EB‘ 3436.89 312249 #1941 168.44 14597 150,95
255065 320219 569.58 323913 66.27 0113 23
285771 48533 3008.39 313436 196.87 26207 1341

Figura 2: Hoja de calculo de Geogebra con simulacién de muestras (Actividad 2)

Al final se requeria que los estudiantes escribieran sus conclusiones sobre el
comportamiento de las distribuciones muestrales y los conceptos involucrados. A continuacion
se muestran algunas respuestas representativas:

““Las muestras nos ayudan a llegar a resultados acertados aunque no exactos. En este caso
los datos tienden a agruparse cuando la muestra aumenta, en el caso del diagrama de caja, al
igual cuando la muestra aumenta la mediana y tiende a ser mas acertada, por Ultimo en el caso
de el diagrama de caja de los errores mientras la muestra sea pequefia el error tiende a ser
mayor e inversamente” (Kenia).

“En este ejercicio pudimos observar que la muestra, aunque no arroja los datos exactos de
la poblacion, nos ofrece datos con margenes de error que son muy bajos, y el error disminuye a
medida que la muestra se amplia. Con el ejercicio del error absoluto comprobamos de una
manera clara esa hipétesis™ (Anahi).

“Al aumentar la muestra la forma de las gréaficas es mas uniforme y mas confiable ya que
estd mas acomodada al centro; por otro lado la media es mas cercana a la media poblacional
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cada vez que la muestra aumenta; y por ultimo la desviacion estdndar es cada vez menos
cuando el nimero de la muestra aumenta reduciéndose de esta manera la dispersion™ (Paul).

“En los ejercicios trabajados pudimos observar que las muestras nos dan datos muy
cercanos a los datos reales de la poblacion con mérgenes de error muy pequefios. El
comportamiento es que a medida que el tamafio de las muestras aumenta los datos son mas y
mas acertados™ (Frida).

En el contexto de la actividad 2 ademéas de explorar las relaciones anteriores, se solicit6 a
los estudiantes que proporcionaran un intervalo de variabilidad que les pareciera razonable en el
contexto de los datos (ver Figura 3). La instruccién era la siguiente: analiza la distribucion
muestral para n=30 y determina de manera aproximada (viendo el histograma) un intervalo
central que contenga el 95% de las muestras. Los resultados fueron los siguientes:

Tabla 1: Intervalos construidos por los estudiantes

- Intervalo Frecuencia
. - 2900-3600 5
L 2900-3700 3
° 2800-3800 4
2700-3600 2
2700-3800 4
: 3000-3600 3
. 2700-3600 1
- 22

o om0 0 @0 M0 N Ne o 3% D0 M0 BN NN DR m0 M0

Figura 3: Distribucién muestral para n=30
(500 simulaciones)

Una semana después de concluir las actividades de simulacién con Geogebra, se aplicé un
cuestionario a los estudiantes para evaluar su nivel de comprension sobre los conceptos
involucrados en las distribuciones muestrales. El cuestionario contenia dos items que se
muestran a continuacion:

1. Las siguientes gréficas corresponden a una poblacion de datos y a dos distribuciones
muestrales cuyas muestras (n=5 y n=15) fueron seleccionadas de la poblacion. Identifica
la grafica que corresponde a la poblacion y a cada distribucion muestral. Justifica tu
respuesta con detalle.

— o3
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En el andlisis de las hojas de trabajo que se respondieron directamente de la simulacion y
donde se mostraba en forma numérica el comportamiento de la variabilidad muestral y las
medidas descriptivas de las distribuciones muestrales, observamos que los estudiantes
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mostraron una buena comprension del efecto del tamafio de muestra. Sin embargo, en este item
muchos estudiantes tuvieron dificultades para realizar una asignacién correcta ante la falta de
medidas descriptivas de la poblacion y de las distribuciones muestrales, ya que dependian solo
de la forma de la grafica y el rango valores de las distribuciones, lo cual era suficiente para
contestar correctamente. La tercera gréafica fue identificada correctamente por 17 de los 22
estudiantes. Entre sus argumentos los estudiantes hicieron referencia principalmente a la forma
acampanada, 